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Resumo

Neste trabalho demonstramos existir uma relagao entre a razao de cresci-
mento da cardinalidade das o6rbitas de um dado sistema simbélico e a sua en-
tropia. Com a ajuda deste resultado, obtemos um teorema que nos mostra
ter medida nula o conjunto de trajetoérias cuja entropia é positiva. Mostramos
também que a entropia nao é um conceito absoluto (no sentido da teoria dos con-
juntos). Apos isto, damos um exemplo de proposigdo formalmente indecidivel
em eletromagnetismo classico. Ainda seguindo a idéia dada pela teoria dos con-
juntos, mostramos as condi¢oes para a existéncia de espagos-tempo genéricos.

Abstract

Here we show that there exists a relation between the increasing rate of the
symbolic system’s orbit cardinality and its entropy. Relying on this relation, we
show that the set of trajetories with non-null entopy is a residual set. We also
show that entropy is not a set-theoretically absolute concept (in the sense of
Godel). Then we find a formally undecidable statement on classical electromag-
netic theory. Following this idea, we exhibit the conditions for the existence of
generic space-times.
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Chapter 1

Introducao

Em 1931 um jovem logico austriaco, chamado Kurt Gédel, demonstrou
um teorema provando que dada uma teoria formal para a aritmética elementar
existiriam proposigoes nesta teoria que nem elas nem suas negagoes poderiam ser
demontradas usando-se apenas o aparato desta teoria. Tal fato ficou conhecido
posteriormente como Teorema da Incompletude de Gadel.

Em 1963, P. J. Cohen demonstrou a independéncia da Hipotese do Con-
tinuo (CH) de Cantor face aos axiomas de Zermelo-Fraenkel para a teoria dos
conjutos, isto é, que a CH nao pode ser demonstrada usando-se somente os
axiomas de ZF. Cohen criou para isto a técnica de forcing, que lhe permitiu
criar diferentes modelos para os axiomas de ZF, num dos quais, segundo uma
dada interpretacao, HC era verdadeira (ou seja, tinha valor verdade méaximo).
Posteriomente, devido a este trabalho, Cohen ganhou a medalha Fields.

Num artigo de divulgagao publicado na revista Scientific American [11] Co-
hen sugeriu que assim como a criagao da Geometria Nao-Euclidiana teve grande
importancia na fisica moderna o surgimento de Teorias Nao-Cantorianas dos
Conjuntos também deveria ter muitas aplicagoes. Foi na tentativa de buscar
aplicagOes para estas teorias que fizemos este trabalho que consta de resultados
em Teoria Ergodica, Eletromagnetismo Cléssico e Relatividade Geral. Artigos
nesta dire¢do sao as referéncias [?], [13], [14], [15], [16], [3], [4] e [8].

No primeiro capitulo é feita uma revisao da Teoria Ergodica; estudamos o
caso do shift de Bernoulli e colocamos a demonstragao do teorema ergoddico;
feito isso, definimos o que vem a ser a entropia de Shannon, seguida da prova
do teorema de Kolmogorov-Sinai; obtemos, ap6s a demonstragao do teorema
de Shannon-MacMillan-Breimann, a propriedade de equiparticao da entropia;
finalmente, obtemos uma relag ao entre o crescimento da cardinalidade das
orbitas de um sistema simbolico com a sua entropia.

No segundo capitulo, colocamos alguns exemplos de sentencas indecidiveis
em fisica e em matematica. Apresentamos uma senteca indecidivel no Eletro-
magnetismo Classico. Na Relatividade Geral, mostramos que, em alguns casos,
existem variedades genéricas (i. e. ndo-standard). Mostramos também que sis-
temas de entropia nao nula podem ter entropia nula quando mudamos de modelo
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conjuntista; Usando a ferramenta apresentada no Capitulo 1 demonstramos o
teorema de Rohlin.

A maior parte dos teoremas encontrados no texto estao sem as respectivas
demontragoes, sendo estas encontradas nas referéncias citadas; estas provas nao
foram incluidas para nao tornarem este texto mais longo do que o razoével.
Os teoremas mais importantes tém suas demonstragoes feitas, ou ao menos
esbogadas. Como referéncias o capitulo 1 podemos citar os livros de Billingsley
[5], Friedmann [23], Mafié [37] ou Petersen [44]. Os livros de Bell [2], Jech [30] e
Manin [38] s@o excelentes textos para a teoria de modelos booleanos, contendo os
dois dltimos um bom material para o estudo da teoria axiomatica dos conjuntos.
A teoria de modelos pode ser encontrada em Krivine [33], Kunen [34] e Cohen
[9]. Stoll [46] e Suppes [50] sdo boas referéncias, apesar de antigas, para a
axiomatizacao da teoria dos conjuntos, apresentando o primeiro um capitulo
sobre logica.

Como pré-requisito o leitor nescessita de algum conhecimento de: Algebras
de Boole, que pode ser adquirido (até um pouco acima do que precisamos) em
Halmos [27]; Teoria Ingénua dos Conjuntos (Halmos [26]); Topologia Geral (um
apanhado geral pode ser visto em Lipschutz [36]); Teoria da Medida ([21] ou
[20]).

A nossa notagao ¢ a mesma de Krivine [33] e Bell [2] e eventuais diferengas
serao mencionadas explicitamente.



Chapter 2

Teoria Ergoddica, Entropia e
Funcoes Exponenciais

2.1 Introducao

E comum, em Fisica, tentarmos aproximar determinadas equacoes de movi-
mento por outras que sejam mais facilmente trataveis pela analise padrao. As-
sim, se temos uma determinada lei dindmica, experimentamos aproximé-la por
outra bem comportada. Infelizmente este tipo de procedimento nem sempre
funciona, pois, na Natureza, podemos encontrar algumas situagoes em que, com
uma pequena mudanca na dindmica, modificamos em muito o comportamento
do sistema.

Nos tltimos anos o papel que os sistemas turbulentos e/ou cadticos tin-
ham aumentou consideravelmente na Fisica, crescendo em particular o interesse
naqueles cujo movimento fosse regido por leis probabilisticas. Isto ocorreu dev-
ido & descoberta que diversos sistemas fisicos cujas leis, razoavelmente simples
na forma, resultavam num comportamento extremamente complexo. Estes sis-
temas eram de dificil tratamento e seu estudo probabilistico tornou-se impor-
tante.

Imaginemos uma experiéncia em que medimos a temperatura de uma amostra
a cada cinco minutos. Um possivel resultado para uma experiéncia deste tipo
é mostrado na tabela abaixo, onde colocamos & direita a temperatura absoluta
(°K) de uma dada amostra e a esquerda o instante no qual esta temperatura foi
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medida:
Temperatura (°K) / Tempo ( X 5 min.)

4.20 -2
4.20 -1
4.21 0
4.20 1
4.19 2
4.22 3

Podemos representar este resultado por uma sequéncia (..., 4.20,4.21,4.20,4.19,4.22, ...),
onde a cada nimero corresponde uma temperatura num dado instante; por ex-
emplo, sendo 4.20 a temperatura em ¢ = —5 min., 4.21 é a temperatura em
t = 0 min. e assim por diante.

Do mesmo modo, podemos imaginar experiéncias similares em que obser-
vamos uma determinada variavel (medida) em fungdo do tempo. Suponhamos,
de uma maneira mais geral, que essa varidvel assuma valores sobre um con-
junto pré-estabelecido p = {po, p1,p02,--.,pr—1}. Um experimento podera ser
representado por uma sequéncia bi-infinita de elementos de p do tipo w =
(.., w_1,wp,wr,ws,...), onde w; € p é o resultado da experiéncia no instante
t* (o uso de uma sequéncia desse tipo implica num tempo de experiéncia que se
prolonga infinitamente tanto para o futuro quanto para o passado; fisicamente
isso ¢ impossivel de ser realizado! mas matematicamente esta hipotese é crucial).
As sequéncias desta forma chamaremos de Trajetérias Simbdlicas.

O objetivo da Teoria Ergodica (T.E.) é o estudo de trajetérias simbélicas
cujos w; sao regidos segundo leis probabilisticas e, por isso, neste capitulo, cen-
tralizaremos nossa atencao sobre os Espacos de Medida.

Seja (X, B, 1) um espago de probabilidades (para uma revisao da teoria das
medidas veja [21] ou [29]; o que necessitamos pode ser encontrado no Cap. 0
do livro de Mané [37]), onde X é o conjunto de todas as trajetorias simbolicas
admissiveis e B é uma o-algebra sobre X, usualmente gerada pelos boreleanos.
Seja T : X — X uma transformagao que leva objetos de X sobre ele mesmo. T'
é mensurével se A € B implica que T7'A = {w: Tw € A} € B. T preserva a
medida se u(T~*A) = u(A) para todo o A pertencente & o-algebra B.

Na Teoria Ergédica estudamos as tranformacgoes T que preservam a medida.
A motivagao para isto é dada pelo Teorema de Liouville em Mecanica Estatis-
tica 2 mas podemos ver a sua necessidade se queremos estudar processos cuja

1Uma possivel alternativa seria o uso de ntimeros hiperfinitos, tomados num modelo nao-

standard para a aritmética.

2Esta ligacao vem de equiprobabilizarmos o espaco de fase, em Mecanica Estatistica Clas-
sica, ou o espaco de Hilbert, em Mecanica Estatistica Quantica, quando usamos o Ensemble

Microcanonico. Para esta conexao veja por exemplo [1], [31] ou [53].
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evolucao no tempo, representada pela aplicagao de T', nao altera as probabili-
dades para que determinado valor seja medido.

Definiremos um conjunto A como sendo invariante se T-'A = A.

Uma transformacao T é dita ergddica se cada conjunto invariante em B tem
ou medida nula ou um.

De posse de todas estas defini¢oes preliminares, vejamos um exemplo con-
hecido como shifts ou deslocamentos de Bernoulli.

2.2 Shifts de Bernouilli

Seja p um conjunto definido como na se¢do anterior. Atribuimos a cada
elemento p* de p um peso p’ tal que p’ > 0 e Z:;Ol p' = 1. O espaco pz,
onde Z={...,—2,—-1,0,1,2,...} é o conjunto dos inteiros, é o espaco de todas
as sequéncias bi-infinitas de simbolos de p possiveis. Seja ainda z, : X — p,
onde aqui consideramos X = pZ, uma func¢ao que nos da o valor da n-ésima
coordenada de uma sequéncia w € X, ou seja, x,(w) = w, € p. A o-algebra
B ¢ gerada pela algebra consistindo dos conjuntos cilindricos (ou simplesmente
cilindros)

{w:z(w)=4,n<l<n+k}

onde i; € p. A medida pu, definida sobre os elementos da o-algebra B, é dada
em fungdo dos pesos (ou probabilidades) p; dos elementos de p como:

p{w:z(w) =i,n<l<n+k})=

Piy " Pingy "o " Prpyp_1 =

n+k—1

= H by
l=n
z VA

Seja agora T : p© — p% uma tranformacdo do tipo shift> determinada pela
equagao:
zn(T(W)) = Tnt1(w)

Esta tranformacao, como pode ser facilmente demonstrado, preserva a medida
1 determinada anteriormente. T', definida como acima, é conhecida como Shift
de Bernoulli; se temos n elementos em p com probabilidade p;, 0 < i < n — 1,
o shift de Bernoulli correspondente é denotado por B(pg, ..., pn—1). Com isto
B(1/2,1/2) modela, por exemplo, uma experiéncia tipo cara-coroa.

3Shift em portugués significa deslocamento e seguindo a tradigao da literatura especializada

brasileira manteremos esta palavra em inglés no texto.
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2.3 O Teorema Ergoédico

Apresentaremos nessa se¢do uma das muitas maneiras ([5], [?], [37] ou [44])
de demonstrarmos o Teorema Ergodico (T. E.). Devido a sua grande importan-
cia tanto na Fisica quanto na Matemaética (veja Mackey [39] ou Tolman [51]),
resolvemos dedicar toda esta se¢ao ao T. E. .

Existem véarios enunciados diferentes para o Teorema Ergodico, e a forma
que apresentaremos aqui é conhecida como Teorema Ergodico de Birkhoff ([6]);
a nossa demonstragio segue as provas dadas por Mané [37] e Petersen [44].
[de Birkhoff] Seja (X, B, 1) um espaco de probabilidade, T : X — X uma
transformacdo que preserva a medida e f € L'(X, B, 1). Entao

1. limy, oo 22000 f(TF2) = f(2) existe em q. t. p.;

2. f(Tz) = f(z) em q. t. p;

3. fe Ll edefato |f| < |fli;

4. Se Ac Becom T"'A= A, entdo [, f-du= [, [ du;
5. LSl TR — fem L.

(q.t.p € a abreviatura de “quase todos os pontos”, isto é, a menos de um conjunto
de medida nula.)

Prova: Antes, precisamos de um Lema. [Teorema Ergodico Maximal| Seja
f € LY(X) e definamos

n

E(f)={z:sup ) f(T?(x)) >0}
0

n>0"_
j=
Entao:
fdp>0
E(f)
Prova do Lema: Veja Mané [37] pag. 120. Desse Lema obtemos o Se
A C E(f) pertenca a o-algebra e T~1(A) = A, entao
/ f-dp>0
A

Prova do Coroldrio: Veja Mané [37] pag. 118.
Voltemos a prova do Teorema.
1) Como f € L'(X) podemos definir

n—oo

() = {os Jim swp—— 3 (7 (@) > )
j=0

n—oo ’rL—|—1 —

E,(f)={z: lim inf ! Zf(Tj(x))<a}
7=0
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Das defini¢oes obtemos

Temos que

/ f~du=/ (f — )+ - w(EL () =
EX(f) EX(f)

— [ G- adu+asuEL()
Bf,
que resulta em

/ dp >0
Ef (f-a)

pelo corolario anterior e pelo fato de que T-YEf (f —a)) € Ef (f —a) e
Ef (f —a) C E(f — ). Usando estes resultados podemos ver que

[ fednzanBim)
EL(f)
Se A € B esta contido em EX(f) e T~}(A) = A entdo
J 1 du=a-na) (21)

pois [, f-dp= [, f xa-duw= gt 0 f xa-dp>a-p(ES)=a-p(A).
Como E (f) = EX(—f), temos de 2.1 que se f € L'(X), A € B esté contido
em Ej (f) e satisfaz T~1(A) = A entdo

/ xadp < 3 - u(A)
A
Dessa equagao e de 2.1, se a > (3 temos
WES(f)NE;(f)) =0
fazendo-se A = ES (f) N E5 (f).
Se pegamos uma sequéncia «,,, n > 1 densa em R resulta que

Yo (T () Yo (17 (fv))} _

{z: lim inf > lim inf

n—oo n-+1 n—oo n+1
= U ELNnE(M
an>am
Como vimos (U, <o, Ea, (f)NES (f)) = 0; entdo o limite

n—1

Jim LS (19())
§j=0



CHAPTER 1. INTRODUCAO 8

converge em q.t.p.;

2)
n—1
@) = Jim 3" (9(2) =
§=0
ol , 1
= lim (=Y f(T(2) — —f(2)) =
7=0
. +1 = : .1
= lm T j;f(T’ (#) = lim —~f(z) =
= lim > J(TI @) = (@) atp,
j=0
3)
1 n—1 1 n—1
=Y ST < =D AT
k=0 k=0
e temos -
[l <t int [ S )
X T n—oo x N =
= [ 1fldn <
X
entao B
17l < 11k

5) Provaremos antes a parte 5) do teorema para depois tirarmos 4) como um
corolario.
Temos que mostrar que

n—1

o 1 :

Jim == foT/[1=0
=0

j=

Se g é uma funcgao limitada 0 < g < f, entao

n—1 n—1
1 R 1
HEZfOTk =l =1 Y (foTF—goTH)h+
k=0 k=0
1n—1
+=> goT" =gl + g - Fll
k=0

Pelo item 3) ||g — f|l1 > ||g — fll1 e pode ser arbitrariamente aproximada
escolhendo-se um ¢ apropriado. Da mesma maneira, o primeiro termo tam-
bém é menor ou igual a ||f — g|l;. Uma vez sendo ¢ fixo o segundo termo se
aproxima de zero quando n — oo o que prova o item 5).
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4) Para provar 4) temos

\/Afdu—/Afdu\:

B ln—l .
_|/A(”kz_of T+~ F)du] <
1n—1 . B B
S/AInkZ_OfoT — Fldu =

n—1
1 _
== foT = Fli =0
k=0
o tltimo limite vindo do item 5). Se T é ergodico, entdo f é constante e
T = @) [ 1 atp

Este corolario nos diz que a média temporal f de f(t*(z)) é igual, em quase
todos os pontos, a sua média [u(x)]~! [ f no espago (de fase).

Como podemos ver dos teoremas anteriores, a condigao de ergodicidade faz
com que a transformagao T percorra todo o espago de fases, permitindo que
tenhamos a média temporal igualada & média espacial. Isto pode ser considerado
semelhante &4 hipotese do caos molecular, proposta por Boltzman na Teoria
Cinética dos Gases.

2.4 Entropia

Um dos conceitos mais interessantes é o de Entropia, aparecendo com
destaque em diferentes areas da Fisica e da Matemaética, introduzida na teo-
ria ergodica em 1958 por Kolmogorov, a partir de idéias de Nyquest e Shannon
em teoria da informacao. Usando-a, Kolmogorov e Sinai mostraram que os
shifts de Bernoulli B(1/2,1/2) e B(1/3,1/3,1/3) ndo eram equivalentes, i. e.,
nao modelavam o mesmo experimento.

A pergunta que eles fizeram foi: dada uma tranformacgao 7' que preserva a
medida em (X,B,p) e T uma t. p. m. em (X,B,/i), sao T e T isomorfas, no
sentido de representarem a mesma experiéncia ?

Para respondermos a essa questao, precisamos antes definir, de uma maneira
precisa, o que é um isomorfismo entre dois sistema. Seja X) € B e T, € B,
conjuntos de medida 1. Se existe um mapeamento ¢ de X, sobre Xy com as
propriedades:

1. g6l

2.85e AC Xq e A= ¢A, entdao A € B se e somente se A € F; nesse caso
n(A) = [i(A);
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3. Se temos Xo C T~ Xy e Qy € T~ entdo
¢Tw = Tow
vale para qualquer w em Xy;

entdo dizemos que (Xo, B, 1, T) e (Qo, F, [L,T) sao isomorfos.

Para provarmos que duas tranformacoes nao sao isomorfas, teriamos que
construir todos os mapeamentos possiveis entre um espaco e o outro, e depois
mostrar que esses mapas nao satisfazem as condigées da definigdo anterior. Ob-
viamente este é um trabalho penoso, algumas vezes impossivel de ser realizado.

Este problema pode ser contornado usando-se o conceito de invariante. Supon-
hamos que T seja isomorfa a T segundo (Xo, Qo, ¢). Se T tem uma determi-
nada propriedade e, por isso, T' também a tem obrigatoriamente, entao esta
propriedade é um invariante. Como um exemplo temos o mizing (uma t. p. m.
& mizing se limy, oo W(ANT"B) = u(A)u(B)). Se T e T sdo isomorfas e se
T & miring entao T também 6. A reciproca nao é verdadeira, ou seja, T e T
serem mizing nao implica que também sejam isomorfas. Um outro exemplo de
invariante é a ergodicidade.

Dentre os invariantes os mais interessantes estao aqueles ditos completos.
Um invariante é completo se dois sistemas que tém esse mesmo invariante
forem obrigatoriamente isomorfos. Foi com o intuito de procurar invariantes
completos que Kolmogorov introduziu a entropia, mostrando que 5(1/2,1/2) e
B(1/3,1/3,1/3) nao sao isomorfos.

Antes de definirmos entropia vejamos algumas defini¢Ges preliminares. Uma
subdlgebra o-finita (ou simplesmente o-finita) de B é um conjunto X, tal que X
pode ser escrito como uma uniao enumeravel X = J, ~; An e tal que pu(A,) < 0o
paratodoone A, € B. {Ai,...,A,} é uma B-decomposicio de X se é uma
colegao finita e disjunta de elementos nao vazios de B cuja uniao é X. Os
elementos A; sao chamados de dtomos.

Qualquer o-finito vem de uma B-decomposi¢do. Seja A uma subéalgebra
o-finitas de B. A entropia de A é definida por

H(A) =~ 3" j(A)log u(A)
AcA

onde os elementos A € A s@o os dtomos de uma .A-decomposicao.
A entropia de um o-finito A relativa & transformacao T é

n—1
h(A,T) = lim sup %H( \/ T"A)

n—oo
k=0

onde \/Z;é denota a o-algebra gerada por UZ;& T=*A, T"A={T""A:Ac
A}. Com isto podemos definir a entropia de T' como

nMT) = Slj‘p h(A,T)
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onde o supremo é tomado em relagao a todos os o-finitos A de B.

Listaremos algumas das principais propriedades de H(A) e h(A,T) (as de-
monstragoes podem ser encontradas em Billingsley [5] pags. 77—84) mas antes
definamos um conceito auxiliar chamado entropia condicional de A dado B,
sendo A e B subalgebras o-finitas de B, como:

H(AIB) =) u(B) ) _(—nu(A|B)log(u(A|B))) =
B A

= 3" (AN B)log (A B)
A,B

onde p(A|B) = p(ANB)/u(B), a soma é feita sobre os atomos de A e B ¢ onde
suprimimos qualquer termo envolvendo um atomo de medida nula.

Propriedades de H(A) e H(A|B)
H1) H(AVB|IC)=H(AB)+ H(BJAVC)
H(AV B) = H(A)+ H(B|A)

H2) H(AIC) < H(B|C)se AC B
H(A) < HB) se AC B

H3) H(AIC) < H(A|B) se C C B
H(AIC) < H(A)

H4) H(AVB|C) < H(A|C) + H(BIC)
H(AV B) < H(A) + H(B)

H5) H(T-'AIT~'B) = H(AB)
H(T-'A) = H(A)

Propriedades de h(A,T)
h1) h(A,T) =1lim, .o H(A| VI T~ A)

h2) h(A,T)<h(B,T)se ACB

h3) h(\Vi_,T7AT)=h(AT)

ha) A\ TIATR) =k h(AT), k>1*

h5) h(A,T) < h(B,T)+ H(A|B)
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Demonstraremos um importante teorema que relaciona h(7T) com h(A,T). [de
Kolmogorov-Sinai| Se T¢ inversivel e \/[>° __T" A = B, entdo h(T) = h(A,T).
Prova: Temos que mostrar que para qualquer subélgebra finita A de B vale
h(A,T) < h(A,T) pois entdo h(A,T) = supg h(B,T) = h(T).
Seja A, = \/}__, T*A; resulta de h3) que

h(An, T) = h(A,T)
e por hb)
h(A,T) < h(A,,T)+ H(B|A,) = hA,T) + H(BJA,)

E suficiente mostrar que lim,, ., H(B|A,) = 0. Para isso precisamos de um
lema. Suponha que a algebra finita A esta contida na o-algebra gerada por
By. Entao, para qualquer ¢ > 0 existe uma subéalgebra finita B de By tal que
H(A|B) <e.

Prova do Lema: Veja Billingsley [5] pag. 80.

Se By = UJ,, An entao By é uma algebra finitamente aditiva que gera 5. Pelo
Lema 2.4, para qualquer € > 0, existe uma subélgebra finita C de By tal que
H(A|C) < e. C fica em algum A, ; se n > ng

H(B|A,) < H(B|A,,) < H(BIC) < e

o que termina a demonstracao.

Vejamos como esses resultados podem, ser wusados num  shift
de Bernoulli B(pg,p1,---,Pn—1). Suponhamos que nossa

trajetoria simbolica w assuma valores em p“ e ainda que nossa transformagao

de shift seja o : pz — pz. E facil ver que a entropia deste shift é dada por

n—1
H=-> pilogp
=0

que é justamente a calculada por Shannon via Teoria da Informagcéo [47]. Isto
justifica a interpretacdo de que a entropia é a medida da informacado ou da
aleatoriedade com que os pontos de X sao movidos por 7.

Como dissemos anteriormente, a entropia é um invariante, mas nao é com-
pleta. Ela é na verdade um invariante para o que se chama de isomorfismo fraco,
sendo duas transformagdes com a mesma entropia fracamente isomorfas (para
um exemplo de tais sistemas veja [45]), ou seja, homeomorfas modulo zero.

2.5 O Teorema de Shannon—McMillan—Breiman

Nessa se¢ao demonstraremos um resultado fundamental em teoria ergodica,
obtido em diferentes graus de generalizagao por C. Shannon 1948, B. McMil-
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lan 1953 e L. Breiman 1957, conhecido como Teorema de Shannon-McMillan-
Breiman, que nos diz que, se temos um tempo suficientemente longo, a quanti-
dade média de informacao por simbolo converge para a entropia da fonte.

A demonstracao resulta do teorema ergodico mais o da convergéncia para
probabilidades condicionais, enunciado abaixo. [da convergéncia para probabil-
idades condicionais| Suponha que G; C G C ... e que G = \/ —, Gn. Entao,
para qualquer z integravel nos temos (com E{z||G} denotando o valor esperado
de x com respeito a G e u{M,G} a probabilidade condicional de M com relagao
ag)

Jlim E{z||Gn} = E{z||G} a.tp.

e para qualquer M € B temos

nILH;O w{M||Gn} = p{M|G} q.t.p.

Prova: Veja Billingsley [5] pag. 116. [Shannon—-McMillan—Breiman] Se T é um
shift ergodico entdo

lim {——1ogu(x0( )y ey Zp—1(w))} = h(T) q.t.p.

n—oo

Prova: Seguiremos estritamente a demonstragido dada por Billingsley [5] pag.
129.

Consideremos as fungoes

go(w) = —log p(zo(w))
(@ —a(w ) ST (w)

gr(w) = —log{

lgi) _ —log{'u(xfa(w) HL— 11(w)

note que, sendo p{z||G}., o valor de p{z||G} no ponto w, f]ii) = —logu{xo =
il T—g, Tt}
Temos que

1 n—1
k —
n Z gre(T"w)
k=0

:%{go(w)—i—gl(Tw) ot gna (T )} =

_ %{—logu(xo(w)) —log

pla—2(T?w), -1 (T?°w), xo(T%w))
(@ —2(T?w), v 1 (T?w))

—log
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W1 (T ), (T ) |
—-..—log (1 —n (T w), ... ,ml(T"—lw))} N

Ll e (W) w(Te)
_ (1 (TP1w), .. 2o (T w)) I
(@1 (T w), .., Xy (T w))

Como T é um shift ergodico temos que

ISR 0 (T0) = —Mlogluao(w)) - K@) 1)
nkZ:Ong ) =~ Hloglu(@o(w)) - Z=EEHESEE -

' wlxo(w), ... ,xn_l(w))}
p(zo(w), ..., Tn_o(w))

entao
1= 1
n Z gr(Trw) = - log(zo(w), ..., Tn-1(w))
k=0
Pelo teorema 2.5, p{zg = il|lx_k,...,2_1} converge q.t.p. para pu{zy =
il ...,x_2,2_1}. Mas f,gl) = —logu{xo = i||lx—k,..., 21}, entdo, pela con-

tinuidade da fungao log, f,gi) converge q.t.p.; desde que gi(w) coincide com

lgi)(w) no cilindro {w : zo(w) = i}, o limite
g(w) = lim gi(w)
existe q.t.p.. Mostraremos que (usando a notagao Ef = [ f(w)u(dw) = I fdu,
c.f. Billingsley [5])
E{sup gx(w)} < 400
k
que resulta em g(w) ser integréavel e finita em quase todos os pontos. Se

B ={w: glfgxkgj(w) <A <gr(w)}

entao

w(E) =3 p{ao =i} N Ex) = 3 ul{wo < i} 0 FY)

onde F,Ei) = {w : maxi<j<i f;i)(w) <A< flgi) (w)}. Mas F,Ei) é a o-algebra
gerada por x_g,...,T_1, entdo

pllao =3 EOY) = [ ntoo = s hau) =

— /(‘) e*flii)(“),u(dw) <e . u(F,Ei))
F
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F, ,gi) sendo disjunto para diferentes k,
S nE) <Y u(EY) <rey
E i k
onde r é o tamanho de p. Entao
p{w s sup g(w) > A} < re_x
k

onde resulta que
E{sup gx(w)} < 400
k

Com isto g é integravel e podemos integrar o limite E{g} = limg_ E{gr}.

Como — X (zo(w), ..., Tp-1(w)) = L Zk o 9k(TFw) e [y f(Tw)p(dw) = [, f(w)p(dw

temos .
. IS
Efg} = lim E{ﬁ > g(TFw)} = W(T)
k=0
Obtemos
1 n—1 1 n—1 1 —
1 k) — k k
nzgk(T nzg nz 9e(T"w) — g(T"w)) (2.2)
k=0 k=0 k=0
O teorema 2.3 implica que
1 n—1
nlLH;O - Z 9(T*w) = B{g} = h(T) q.t.p. (2.3)
k=0

Se Gy (w) = supy> y gk (w) — g(w)], entdo

n—1

1
y 1 k Nk
nl_)néosup\n Z(gk(T w) —g(T"w))| <
k=0
1 n—1
i 1 ko _ ook
Jim sup — Z lgr(T"w) — g(T"w)| <
k=0
1n 1
lim sup — ZGN (T*w) = E{GNn} q.t.p.
" =0

Mas Gy (w) converge a zero em q.t.p. e é dominada pela fungao g(w)+supy, g (w),
e temos limy E{Gx} = 0. Entao combinando 2.2 com 2.3 implica

n—1

.1
nlLrI;o - Z gu(T*w) = h(T) q.t.p.
k=0
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Mas como vimos antes, %ZZ;S ge(T*w) = —Llog(zo(w),...,zn-1(w)) 0 que
resulta em

lim {f% log p(xo(w),...,zp—1(w))} =h(T) q.t.p.

n—oo

que era o que queriamos demonstrar.

Como uma consequéncia do Teorema anterior temos a propriedade de Equipar-
ticdo da Entropia. [Propriedade de Equipartigdo da Entropia] Seja T um shift
ergddico com entropia h. Entao para qualquer € > 0 existe um inteiro positivo
bo(€) tal que se b > by(€) entdo p® se decompde em dois conjuntos H e L tal que

Z,u(u) = u{(x1,...,2) €L} <€

uel

e tal que

e bt < pu(u) = p{(x1, ..., 2p) = u} < e PO

para qualquer b-upla u em H.

Prova: Desde que limy, oo {—2p(zo(w), ..., 2n—1(w))} = h, a convergéncia
deste limite também ocorre na medida, ou seja, para cada € > 0 existe um by
tal que b > by implica que

1
M{x : |5M($07 . -axn—l) - h| > 6} <e€
Seja H as b-uplas u para qual
1
| — Elogy(u) —hl<e

e seja £ o complemento de H em p’. Dai vemos que H e L satisfazem as
condigoes dadas no corolario, o que completa a prova.

2.6 Entropia e Funcoes Exponenciais

Nessa se¢ao obteremos, como uma consequéncia do corolario 2.5, uma re-
lacao entre a entropia de um sistema e o crescimento do seu niimero de 6rbitas.
Aqui tudo acontecera dentro de uma classe de objetos que servem como um
modelo para ZFC. Seja o conjunto s = {0,1,2,...,s—1} C wp; Consideraremos

as trajetorias simbolicas w pertencentes a s~. O conjunto de todos os mapas
totais de y em x serd [x¥] e, o de todos os mapas com dominio finito C(y, z).
Uma oérbita serd um elemento ag € [sz] tal que se G C C(Z,s) é um filtro e
UG é um mapa total entdo ag = |JG. Note que os cilindros séo elementos de

C(z,y).
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Dado um mergulho
N:C(Z,s)— sZ
peC(Z,5) = Np)={ae[s?] : pcal

nods tomaremos N (p) como uma base para a topologia de [sz]. O que temos que

fazer agora é definir uma medida sobre os elementos de [sz} que sao as nossas
trajetérias simbolicas. Denotemos por a o conjunto seguinte:

a:{ae[sz]:a(O)zsaES}

onde «(0) = ap como definido na secdo 2.1. Impomos para p as seguinte
restrigoes:

1(N(p)) =0

> ua)=1

54€S8

que caracterizam pde como uma probabilidade. Temos ainda que para uma
colegéao contavel p; < p (onde a ordenagao é feita segundo a inclusdo inversa), tal
que p; L p; (para i # j, p; e p; sdo incompativeis), que implica N (p;) NN (p;) =
0, e também que |J; N(p;) = N(p), teremos:

p(N(P) = Y wNp:))

todos i

Finalmente, seja p + (k), com p € C(Z,s) e k € Z, denotando o elemento de
C(Z, s) cujo dominio foi deslocado por k, ou seja, Dom(p + (k)) ={n+k:n¢€
Dom(p)} e (p+ (k))(i + k) = p(i). Temos como consequéncia que

p(N(p + (k) = w(N(p))

e o que temos é um shift estacionario, como o de Bernoulli. Nos limitaremos a
shifts como esses, com a propriedade extra de serem ergodicos.

Consideremos uma trajetéria a € [s*°] e seja B C [s*°] tal que u(B) = 1;
seja também «,, o segmento inicial, com n simbolos, de a (ou seja, se @ =
(0,1,1,0,0,1,0,...), a3 = (0,1,1)) e B, o conjunto de todos os a,,. Fg(n) é
a funcdo Fp : wg — wy definida por Fp(n) = |B,|. Uma propriedade imediata
dessa funcéo ¢ Fp(n) < Fp(n+1). Com isso podemos definir a entropia de By,
c. f. se¢ado 2.4, como:

H(B,) = — Z PN (o)) log (N (an))

an€By

onde a, € C(wp,s). Disto temos a entropia de Shannon-Kolmogorov-Sinai,
dada por:
1
h(B) = lim (~)H(B,)

n<wo N
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O resultado que anunciamos anteriormente ¢ o seguinte: Seja (B, u) um
processo ergodico estacionédrio definido como anteriormente. Seja ¢ > 0 um
numero real positivo; denotaremos por f <* g, dadas funcoes f e g definidas de
wp em wy ou R, se e somente se existe um ng € wg tal que para todo ng < n,
f(n) < g(n). Entao, h((B,u)) = 0 se e somente se para todo € > 0, |B,| <*
2€m,

Prova: Provemos primeiro que a condigéo é suficiente (—).

Se h((B, p1)) = 0 entéo, para todo 0 €, > 0, dadoumn, —+ 37, 4 o, Hlan)log p(an) <
€n, O € By (ay, € 0 segmento inicial com n simbolos das trajetorias de B).

Como sabemos, a medida equiprovavel maximiza a entropia, e para todas as
medidas sobre B,, vale

1 1
—— > ulom)logpu(an) < —log Fp(n)
todos a,,
Consideremos o caso da medida equiprovavel, posto que esse caso implica
nas outras situagées. Com isto temos
1
—log Fg(n) < e,
n
ou seja
log(Fp(n)Y/™ < en

0 que implica em
Fg(n) < 2"

(com log na base 2) para todo o n.
(<)

Peguemos Fp(n) < 2, n > np; nos temos

1
—log Fp(n) < €,, rmparatodoon
n

na qual, como a medida equiprovavel pg majora todas as entropias, significa que
Seja (B, 1) um shift ergodico. Pelo corolario 2.5, para h = 0 temos que

Z plag) < e

an€ly,

0 < play) < 9—¢h
o, € Hy

Com isso
H(Ln) <€

w(Hn) < [Hp|27" < f(n)27"
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Como f(n) é subexponencial para h = 0, temos como resultado que
H(By) < e+ f(m)27" =0

Para generalizarmos o resultado anterior precisamos de alguns lemas. A
entropia relativa H(P|Q) se anula se e somente se P < Q (P < Q: todo o atomo
de P é uma unido de atomos de Q).

Prova: Veja Man¢ [37] pag. 276. h(T,P) = lim, ... H(P|T"'P V...V
T-"P).

Prova: Veja Mané [37] pag. 278.

Pelos dois lemas anteriores (2.6 e 2.6) a antropia h(T,P) se anula se e so-
mente se lim, o H(P|[T™'PV...VT~"P) = 0. Entao h(T,P) =0 < Vn >
no3e, (lim, oo HP|T PV ...VT "P)) < €,, 0 que resulta em,

~(n-1)

1 _ _
I, P) =0 —H(PT Py VT P) < €n,

E facil ver que |B,,| = f(n) = # de atomos (P|771’P\/ . \/Ti(nil)P), e temos

que a entropia anterior pode ser posta como L(— st 06 11(v;)log p(a;)) <
€n-

Pelo teorema de Shannon-MacMillan-Breiman, as trajetorias se dividem em
duas partes tais que:

1% parte: p(a;) ~ oy
2% parte: entropia tende a zero.

onde na primeira parte estimamos uma medida equiprovavel, o que nao afeta
nosso resultado pois torna a entropia méaxima. Com isso temos % log f(n) < €,
ou f(n) < 2%, para todo o €,.



Chapter 3

Objetos Genéricos e suas
Aplicacoes a Fisica

3.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos alguns exemplos de proposigoes formalmente
indecidiveis face aos axiomas de ZF, tanto em teorias fisicas como em matematica.
Faremos isto exibindo predicados conjuntistas e, posteriormente, mostrando que
esses predicados podem ser verdadeiros num modelo e falsos noutro. Antes de
apresentarmos essas proposicoes, precisamos de alguns conceitos preliminares.

Comegemos examinando o que vem a ser o Universo Construtivel de Gadel,
denotado usualmente por L. L ¢ uma classe propria do Universo de Von Neum-
man V (também conhecido como Universo Bem Fundado) e, intuitivamente, é
o modelo no qual todos os subconjuntos de um dado conjunto A sdo definiveis
por meio de um predicado sobre a linguagem formal que utilizamos (no nosso
caso LT). Podemos definir o universo construtivel como:

L é a menor classe propria de V que é transitiva e que contém todos os
cardinais.

Da definicao 3.1 nao é claro o motivo de L ser chamado Universo Con-
strutivel. Uma definigdo mais direta é dada, conforme Krivine [33], da seguinte
maneira:

Sejam dois conjuntos = e y tal que y C z. y é uma parte definivel de z, com
parmetros, se existe uma sentenca ¢(w, aq,...,ax) com uma variavel livre w e
com pardmetros ai,...,ax € x, cujo valor em x é y. Definimos k = II(z) como
“k é o conjunto das partes de x definiveis por parametros”.

Formamos a colegao de conjuntos construtiveis a partir de ¢ de maneira
analoga a V.

A colega L dos conjuntos construtiveis é definida por indugao como:

Ly = 0

20
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Lo = |JM(Lg), Ord(a)
B<a

eL = {z:3a(Ord(a) Nz € Ly)}.  x é construtivel, denotado por L(zx), se
x € L.

Aos axiomas ZF podemos acrecentar o chamado Azioma da Construtibili-
dade, denotado V = L, que é a sentenga: VxL(xz). L E ZFC + GCH Prova:
Veja Kunen [34], Manin [38] ou Krivine [33].

Outro axioma que pode ser adicionado & ZF ¢ o de Martin (veja [2], [34]
ou [30]), e pode ser definido como afirmagao: Nenhum espago compacto de
Hausdorff que obedece & c.c.c. é a uniao de < 2*° conjuntos fechados nunca
densos (Kunen [[34]], pag. 52). O axioma de Martin (MA) pode ser visto
como uma sentenga reguladora. Se MA é verdadeiro, pode-se mostrar que, se
wo < k < 290, entdo 2% = 2¥0. Para exibirmos uma sentenca indecidivel numa
teoria, precisamos, antes de mais nada, passar esta teoria para uma linguagem
formal, que no nosso caso serd a L. Tal formalizagao pode ser feita usando-se
o conceito de estruturas matemdticas de Boubarki ou os predicados conjuntistas
de Suppes (como em da Costa e Doria [13]). Da Costa e Chuaqui [12] mostraram
que ambas as formalizacoes sao, de certo modo, equivalentes.

Uma estrutura matematica E é uma colegao finita e ordenada de conjuntos
de nivel finito (um conjunto x é de nivel finito se existe um «, tal que x € L, e
« é finito) sobre a unido dos dominios de duas sequéncias finitas de conjuntos
X1, XmeY,....Y,, tal que m > 0en > 0. Estes conjuntos X; e Y;
sao conhecidos como conjuntos de base, sendo X; a base principal e Y; a base
auxiliar. O predicado de Suppes é uma férmula da teoria de conjuntos da forma:

P(E,X1,.... Xm,V1,....Yy)

na qual as tinicas variaveis livres em P sao F, X1,..., X, Y1,...,Y,,. Esta for-
mula especifica a construcao na T.A.C. de E, a partir de dois tipos de conjuntos
base, e também os axiomas para as espécies de estruturas no qual estamos in-
teressados. Os conjuntos de base principais podem variar e os conjuntos de base
auxiliares sao mantidos fixos. Com a variagao dos X7, ..., X, temos as espécies
de estruturas. Isto pode ser posto de uma maneira mais explicita escrevendo-se
o predicado de Suppes de E da maneira seguinte:

Q(E) HElea'"aXmP(EaX17~"aXm7Y1a-"7Yn)

Vejamos um exemplo:
Seja x um conjunto e 7 uma cole¢ao de subconjuntos de x, tal que possuam
as propriedades seguintes:

A-T 0,z e

A — IT A unido de qualquer colegdo de conjuntos de 7 pertence a 7;
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A —III A intersecdo de qualquer namero finito de conjuntos de 7 pertence a
T.

A colecao t de conjuntos é chamada topologia em z; z é um espaco topoldgico.
Um espago topologico pode entao ser formalizado como o par H = (z, 1)
cujo predicado de Suppes é:

P(H,z) < 3r(H = (z, 1) N\T CP(x) NAI NAII N AII)

ou
Q(H) — 3aP(H,x)

3.2 A Entropia como um Conceito Nao—Absoluto

Dissemos no capitulo 2 que os shifts ergodicos aparecem em varias situagoes
relevantes em Fisica. Nessa segao obteremos que um shift de Bernouilli fica
com entropia nula quando mudamos nosso modelo para os axiomas de ZFC
(veja [11]).

Como no capitulo 2, seja p um ntmero inteiro, e [p“°] C p*° o conjunto de
todas as fungoes totais de Ry em p. Dizemos que [p“°] é o espago dos shifts.
Seguindo a caracterizagdo de Chaitin, dizemos que um mapa o € [p“°] é deter-
ministico se ele pode ser gerado por um algoritmo (programa de computador),
aplicado sobre uma entrada de dados finita, ou seja, se a sequéncia total pode
ser comprimida numa sequéncia finita. A cardinalidade de [p~°] & 2% | e a cardi-
nalidade do conjunto de todos os mapas deterministicos, chamado X, é o infinito
contével. ¥ é denso na topologia usual de [p“°]. Se tiramos ¥ de [p“°] obtemos
o conjunto p - Ir, ou seja, o conjunto de todas as p-sequéncias irracionais (nio
deterministicas). Se pegarmos Ir C [0, 1], os irracioanis contidos no intervalo
[0, 1], pode-se mostrar que existe um homomorfismo entre este conjunto e p- I'r,
isto é, p- Ir =2 Ir. Como X serd o nosso espaco de shifts, dotamos p de uma
medida equiprovavel.

Seja B € V uma algebra booleana completa, que obedece & condi¢ao da
cadeia contavel, tal que, ao tomarmos a extensao booleana VB de v, VB =

ZFC + Axioma de Martin + 2% =k > R;. VP |= |(p/Yr)| =Ny < 2%,
Prova: VB = |(p-Ir)| = |P(Go)] = Ny

Como a cardinalidade de (p-Ir) é ®; , entdo este conjunto é obrigatoria-

mente diferente de (p - Ir)B, cuja cardinalidade é 2%. Se VP |= “(p/'TT) €
(p-Ir)P, junto com uma medida induzida”, entdo vE E “A entropia por sim-

bolo do shift cujo espago de fase é (p-Ir) é zero”.  Prova: Resulta do lema
seguinte, Suponha que o axioma de Martin seja verdadeiro. Seja X, € R,
a < keRy <k < 2% sejam conjuntos de medida nula. Entdo Ua<r Xa tem
medida nula. Prova: Veja Kunen [34] pag. 59 ou da Costa e Doria [13].
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Como V¥ | |(p/?r)| < 2% (pois B obedece a c.c.c.), entdo, pelo axioma
de Martin, VZ = u[(p - Ir)] = 0. Com isto temos VZ |= h[(p - Ir)] = 0. Entéo,
como resultado imediato temos VZ |= u[p-Ir— (pzIr)] = p e a nossa proposicao.

Com isto vimos que processos cuja entropia é positiva num modelo podem
ter entropia nula noutro.

Um outro resultado que podemos obter, para que possamos entender melhor
o conceito de entropia é a proposicao seguinte: O conjunto das trajetorias cuja
entropia é zero é um conjunto residual.  Prova: Seja B - Ir C [0,1] os irra-
cionais binérios. Seja f : wp — wp uma funcao monotonamente nao-decrescente
tal que f(0) = 1. Existe uma aplicagdo 1-1 entre fungdes monotonamente
nao-decrescentes, representadas por CE (de crescentes eventualmente), e os ir-
racionais binarios. Prova do Lema: Seja o € B - Ir uma sequéncia de zeros
e uns. Construimos a partir desta sequéncia uma funcao f € CE da maneira
seguinte: f(n) = (ntmero de zeros entre o n-ésimo um e o inicio de a); como ex-
emplo imaginemos a sequéncia o = 00111001 ..., e temos, para esta sequéncia,
f(0)=0, f(1) =2, f(2) =2, f(3) =2, f(4) = 4 e assim por diante. Usando-
se a mesma aplicacdo anterior, é facil ver que a cada f(n) corresponderd uma
sequéncia a € B - Ir.

Como vimos no fim do capitulo dois, temos uma aplicagao (que nao é obri-
gatoriamente 1-1) entre algumas particoes (P VT P V...vT-"=1P) sobre
o numero de dtomos dessa particao. Via Lema 3.6’, temos entao uma aplicagao
dos espagos de particao nos binarios irracionais. Como o teorema de Shannon-
MacMillan-Breiman trata de comportamentos assintéticos, podemos ignorar os
segmentos iniciais das sequéncias a e obter o lema, O conjunto das sequéncias
binérias que coincidem sempre, a menos de um segmento inicial, € um ultrafiltro
Uem B-Ir. Prova do Lema : Que U é um filtro é imediato. Como as sequén-
cias coincidem a menos de um segmento inicial entao ¥ é um filtro maximal,
portanto um ultrafiltro.

Contruimos agora o conjunto B - Ir/U dotado da topologia quociente. Pelos
lemas anteriores sabemos que existe uma aplicacao do espago das partigoes
sobre B - Ir/U. Mas, fungbes que crescem exponencialmente estdo relacionadas
a binarios ndo-normais (um binario é normal se a razdo entre o nimero de zeros
e uns tende para 1/2). Entao estas fun¢oes sdo de medida nula em B - Ir e sdo
um conjunto magro, o que completa a demonstragao, pois pela Proposicao 2.9
estas fungoes sao as responsaveis pela parte nao-nula da entropia.
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3.3 Um Exemplo no Eletromagnetismo Classico

Como vimos na se¢ao anterior, podemos formalizar varias teorias mateméti-
cas via o conceito de estruturas. Isto pode ser feito, em particular, para as
teorias fisicas, como a mecéanica classica, a mecanica quantica, a Relatividade
Geral ou o eletromagnetismo (cf. ref. [13], [14], [15]).

Nessa se¢ao examinaremos o caso do eletromagnetismo cléssico e, a partir de
sua formalizac@o, construiremos uma proposicao indecidivel nessa teoria (veja
[15]). Trabalharemos sempre com o sistema de axiomas ZFC e, quando for
necessaria a inclusao de algum outro axioma, isto sera dito explicitamente.

Um campo eletromagnético sera, para nds, um conjunto cuja estrutura pode
ser deduzida do par ordenado (M, U(1)), onde M é a variedade espago-temporal
e U(1) é o grupo do circulo, i. e., U(1) é o grupo das transformagoes unitarias
com um unico pardmetro (para uma revisao dos conceitos de geometria difer-
encial veja [19] ou [22]). O nosso espago-tempo M é uma variedade quadridi-
mensional, Hausdorff e de classe C*°, dotada de uma métrica lorentziana ([19]).
Sabemos que um campo eletromagnético F' tem que obedecer & equagao de
Maxwell:

dF =0

Seja A2T*M o espaco fibrado das 2-formas sobre M, e seja D(M) o grupo de
todos os difeomorfismos de classe C° sobre M. Peguemos agora C°°(A2T* M)
como sendo o conjunto de todas as se¢des de corte C°° de A2T*M. Se Z2(M) C
C>(A2T*M) & o espago de todos os 2-cociclos em M, isto ¢, de todas as 2-formas
cuja derivada exterior é nula, podemos fazer a seguinte definicao: FEM =
Z%(M)/D(M) é o espago de todos os campo eletromagnéticos sobre M.

Uma rapida olhada nos mostra que a definicao supra estda de acordo com
a dada usualmente para um campo eletromagnético (uma outra maneira de
formalizarmos o eletromagnetismo pode ser encontrada em [14]), e que se F &
um tal campo, entdo F' € EM (veja [22] e [20]). A divisdo feita entre Z%(M) e
D(M) é necesséria se quisermos que dois campos sejam iguais a menos de uma
transformagao de coordenadas.

Como Z?(M) tem uma base contével, EM também tem. Com isto, e acre-
centando o fato de que EM é um espaco completo e métrico, concluimos que o
espago de todos os campos eletromagnéticos é um espago polonés (cf. [13]; sobre
as propriedades de um espago polonés veja [52]). Consideremos o sistema ZFC
+ 2% =Ry > N; + MA. Entao, se (.. .)L denota os conjuntos construtiveis, no
sentido de Godel, na nossa teoria,

i) (EM)L ¢ magro em EM;

Se (...)B denota a restricio a uma subclasse de conjuntos que ainda obedecem
ao MA junto com o menor valor de cardinal para o continuo, temos:

ii) (EM)® ¢ magro em EM.
Prova: Ver em da Costa e Doria [13].  Seja z um conjunto e L(z) a classe

de todos os conjuntos que podem ser construidos, no sentido de Godel, de .
Dizemos que y pode ser obtido de x se e somente se y € L(z).
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Desde ja, podemos ver que a definicao anterior pode ser pensada como um
processo qualquer que, usando o objeto x, obtemos, a partir de uma série de
calculos, o objeto y. Esta é uma caracterizagao bem liberal, que pode abranger
varios conceitos em eletromagnetismo, como, por exemplo, a aproximagao de
um dado campo por outro, posto que ela exige que um dado y seja derivado de
x por uma série de construgoes predicativas.

Com essa definigoes em punho, podemos estabelecer o nosso principal resul-
tado nesta segao. A sentenga: “Todo o campo eletromagnético pode ser obtido
de qualquer conjunto de campos que seja denso e que tenha a cardinalidade do
continuo, no espago EM.” é indecidivel em ZFC. Prova: Chamemos a sentenca
entre aspas, da proposi¢ao anterior, de . Em ZFC + V =L, (R)L ¢ denso
em R. Prova do Lema: Numa teoria em que vale o axioma V = L, todos os
elementos sdo construtiveis. Como (R)L ¢ o conjunto dos reais construtiveis no
modelo, e R representa os reais nesse modelo, sabendo que R é contrutivo (pois
V = L), temos que (R)L é denso em R.

ZFC + V =L E ¢. Prova do Lema: Dos axiomas ZFC, pode-se obter,
como um teorema de ZFC, que, dados os irracionais, Ir C [0, 1], existe uma
fungao que é continua, aberta e sobrejetora, da forma f : Ir — Z2(M)/D(M).
Entao, no universo construtivel de Goédel, temos uma funcao fL (I r)L —

(EM)L que tem as propriedades supracitadas. Mas, todo = € (I?”)L pode
ser construido (no sentido de Godel) de um subconjunto denso, via cortes de

Dedekind. Usando entao a fungao fL (que existe em consequéncia de ZFC),
todos os (EM)L podem ser obtidos a partir de um subconjunto denso e contavel.
ZFC + V # L + GCH | —¢. Prova do Lema: Neste sistema de axiomas
|(I7’)L| = 2% ¢ entfo, como a funcio f descrita na demonstracio do lema
anterior também existe aqui, \(EM)L| = 2% Pelo lema 3.2, (EM)L é denso
em EM. Contudo, EM — (EM)L nao pode ser obtido de um subconjunto de
campos que é construtivel, incontavel e que tem a cardinalidade do continuo.

Dos lemas 3.3 e 3.3, concluimos que existe um modelo em que ¢ é verdadeira
e outro em que ¢ é falsa, ambos sendo modelos para ZFC. Com isto completa-se
a demonstragcao.

3.4 Sobre a Existéncia de Espacos—Tempo Gené-
ricos

Estamos interessados aqui na existéncia de variedades genéricas na Relativi-
dade Geral. Para tal, usando as ferramentas esbogadas na secao 3.1, por da
Costa e Chuaqui ([12]), descrevemos intuitivamente como é feita a formalizacao
da Relatividade Geral ([14] ou [16]). Nosso ponto de partida sdo os numeros
reais, contruidos a partir dos inteiros via cortes de Dedekind obtidos com o uso
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dos axiomas de Zermelo-Fraenkel. Via Predicados de Suppes construimos as es-
trutursas algébricas necessérias (para detalhes veja os exemplos dados em [14])
tais como grupos, aneis, corpos, etc...

Uma variedade diferenciavel (que serd o nosso espago-tempo) é construida
com dois conjuntos: Um espago métrico separavel e completo X, que serd o
conjunto de base principal, mais o conjunto dos reais, que servird como base
auxiliar. De X UR podemos obter R e R" aplicando-se o axioma do conjunto
poténcia construimos os conjuntos R* e (R™)X. Se k denota um critério de
diferenciabilidade, podemos obter, a partir do axioma da separagao, os subcon-
juntos

k(X,R) c R¥
E(X,R") c (RM)*
E(R™,R™) ¢ (RHR”

(X, X)c X~

necesséarios a construgao do predicado de Suppes. Este predicado sera uma uniao
dos axiomas que caracterizam uma variedade diferencial real de dimensao finita.

Dada uma variedade diferenciavel M, que é definida relacionando-se em ZFC
dominios locais de M em R", formemos o fibrado tangente T*M e o fibrado
cotangente T~'.M. Do produto tensorial, para n = 4, que é a dimensdo do
espago-tempo, obtemos um co-tensor de segunda ordem g, a métrica, que sera
nao degenerada e de assinatura +2.

Da maneira precedente podemos formalizar todos os pricipais objetos usados
na Relatividade Geral e, com isto, mostra-se a existéncia destes objetos em ZFC.

Seja agora C uma 4-variedade cilindrica, isto é, da forma C x R, onde C é
uma 3-variedade compacta, real, lisa e tipo Hausdorff. Dotamos C de um tensor
métrico lorentziano tal que para x € R, C' x & é uma superficie tipo espago.

Mostraremos que, se o espago-tempo é uma variedade cilindrica, entao nao
existem espagos-tempo genéricos. Este resultado é obtido a partir de uma série
de proposigoes, que serao postas a seguir.

ZFC F “O conjunto de todas as classes de difeomorfismos dos espaco-tempo
cilindricos é contavel”. Prova: Primeiro mostraremos que existem R espacos-
tempo cilindricos, para depois mostrarmos que existem no méaximo Ng.

Para que existam pelo menos Xy 4-variedades cilindricas, temos que mostrar
existirem pelo menos Ny 3-variedades compactas. Existem Ny 2-variedades com-
pactas, como consequencia do teorema da classificacdo (veja [32]). Se N é uma
variedade dois-dimensional e compacta, entdo N x S' é uma 3-variedade com-
pacta, pois o circulo S é compacto. Com isto temos que existem pelo menos
N, 3-variedades compactas e, como consequéncia, pelo menos Ny espacos-tempo
compactos.

Existem no maximo Ny 3-variedades compactas, pois todas as 3-variedades
sao triangulaveis (veja [41]). Podemos com isso dividir a variedade num namero
finito de 3-simplices. Cada decomposicao pode ser codificada por uma sequéncia
finita de simbolos, e o niimero total de sequéncias deste tipo é no maximo Ng.
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Seja M o conjunto de todos os espagosa-tempo cilindricos. Pela definigao
de cardinalidade, obtemos o seguinte corolario da proposi¢ao anterior: i) ZFC
F “Existe uma fungdo f : wg — M que é sobrejetora e 1-1”.

ii) ZFC F “Para todo n, n € wy se e somente se M,, = f(n) € M”.  Prova:
Imediata.

Seja agora B uma &lgebra booleana completa. Temos: ||M, € M| =
Vinew, I = n|l. Prova: Pelo corolério anterior temos que ZFC F “¥n[(n €
wg) < M, € M)]". Desta expressao obtemos ||n € wol| = |M, € M| =

\/mewo [ =n]. vE EM= M. Prova: Imediata.

O corolario 3.4 nos diz que o conjunto de todos os espagos-tempo cilindricos
é um conjunto standard numa extensao booleana V2.

Vejamos agora se existem espagos-tempo genéricos se a variedade é nao com-
pacta. Comegaremos com a proposi¢cao seguinte:  Seja M uma variedade
quadridimensional real, lisa e ndo compacta. Entao ZFC vdash “M admite
um tensor métrico ndo degenerado e lorentziano”. Prova: veja Steenrod [49].

Com isto, em oposi¢ao aos espagos-tempo cilindricos (Proposi¢ao 3.4), obte-
mos: ZFC vdash “Existem 2% classes de difeomorfismo das 4-variedades reais
e nao-compactas”. Prova: A demonstragao segue a da proposicao 3.4, ou seja,
primeiro provamos ser no méximo 2% e depois provamos ser no minimo 2%°.

Para tal, seja uma aplicacio ¢ : wg — T2 de wy em um 2-torus, isto é, a cada
inteiro n associamos um torus 72 = S! x S! representado por 72(n). Formemos
com isto a soma conexa # Zi@}o T2(i), que representa uma cadeia linear com
vérios tori, da forma ...#T?(n — 1)#T?(n)#T?(n + 1)#.... Obviamente se
T?(n) é lisa, entdo # icw T?(i) também é.

Para estabelecermos uma relacgao entre as 2-variedades e o continuo, faremos
o seguinte: Seja uma sequéncia binaria o € B - Ir C 2*°, onde B - Ir s&@o
os irracionais binarios, cuja cardinalidade é 2%; formamos de a a partir de
#icw, T° (1) uma nova variedade, obtida de acordo com as regras:

Se «a(n) = 0, ndo fazemos nada;

Se a(n) = 1, somamos conexamente & #72(i) C # ;.. T*(i) um outro
torus T2;

Para exemplificarmos o procedimento, considermos a cadeia original # > ;. T2(4)
esquematizada abaixo: Se a sequéncia a for da forma 0100010.. ., pelas regras
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anteriores obteremos a cadeia seguinte:

Se denotamos por M, a nova variedade construida a partir do irracional «, é
facil ver que se o, B € B-Ir, a # 3 se e somente se M, 2 Mg, onde # significa
“nao homeomorfo a”.

Com isto, vimos que o conjunto {M, : & € B - Ir} tem a cardinalidade do
continuo, e entio as variedades da forma {R""? x M, : a € B - Ir} formam um
conjunto de variedades nao-compactas e nao-difeomorfas cuja cardinalidade é
N0,

Falta-nos mostrar que existem no méaximo 2%° variedades no-compactas.
Para tal, lembremos que toda a variedade diferenciavel é paracompacta, o que
implica existir um refinamento local finito para a cobertura contéavel, pois as
variedades que estamos lidando s@o nao-compactas (para tais definigoes veja
Borisovich et al. [7]). Entao, toda variedade nao-compacta e diferenciavel pode
ser representada por uma cobertura localmente finita mais um conjunto contével
de fungbes de transi¢ao. O conjunto de todos estes objetos devidamente codifi-
cados tem uma cardinalidade no maximo igual a do continuo. ZFC F “Existe
uma funcdo 1-1 e sobrejetora f : 2¢° — N, onde N é o conjunto de todas as
variedades nao compactas que admitem espago-tempo”. Prova: Imediata.

Seja agora V um modelo para ZFC mais a hipétese generalizada do continuo
e o axioma da contrutibilidade, isto é, V = ZFC + GCH + V = L. Em V
temos a algebra de Boole B = RO(2«0*¢1), e podemos com isto construir a
extensdo booleana VZ. Como sabemos, VP = ZFC + CH. V% |= “Existem
2% subconjuntos genéricos de WJo. Prova: Veja Bell [2]. VP = “Existem 2%
variedades genéricas que admitem espagos-tempo”. Prova: Pelo Lema anterior,
temos 280 subconjuntos genéricos de wy. Mas, pela Proposi¢ao 3.4, concluimos
que existem 2% variedades genéricas.
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Examinemos com mais detalhe estas variedades genéricas.

Um espago-tempo é um par ordenado langleM, g), onde g é uma métrica
lorentziana e M uma 4-variedade separavel e tipo Hausdorff. Seja X uma cober-
tura contéavel para M, X = {U; : i € wy} tal que:

i) UiEwo UZ = M7
ii) Para i # j, é falso que U; C U; ou U; C U;.

ZFC I “Seja f € 2*°, e associemos a cada f um subconjunto X; C X = {U; :
i € wo}, dado da maneira seguinte:

U; € Xy se e somente se f(i) = 1;
U; € X se e somente se f(i) = 0.
Entao:

a) JVj, para todo V; € Xy, é um aberto;
b) Para f # flv UVjEXf ‘/J 7£ UWkexf, Wk; f e f/ S wo”

Prova: Imediata.

Seja agora V o universo bem fundado, e seja B = RO(2%°) uma algebra de
Boole em V, isto é, B € V. Entao: V¥ |= “Existe um conjunto aberto U C M
tal que para /tgdo o conjunto aberto standard VcM , temos U #£ V. Prova:
Em V& = (2¢90) ¢ 2¢0, Peguemos um f tal que VB = f € 290 e tal que para,
todo o elemento § que seja standard, temos f # g. Entao, vE E “Para todo o
g€ QWAO? UV;eXf Vj # UW;CGX_@ ch‘

Entao, quando vamos para a extensao booleana V& de V, concluimos que
V2 tem mais conjuntos abertos, que sao os abertos genéricos. Podemos, a
partir disto, formular a seguinte pergunta: Trazem estes abertos alguma infor-
magcao adicional, do ponto de vista da fisica ? De outra maneira, existe alguma
experiéncia que possa detectar esses novos abertos?

Tentemos clarear estas questoes através de alguns resultados e exemplos
envolvendo os conjunto abertos genéricos. vB = “Toda bola aberta U € M
¢ difeomorfa a uma bola aberta standard W C M”.  Prova: Imediata, pois
todas as bolas abertas sdo difeomorfas entre si na variedade M. V% = “Se
K C M é compacta, entao K é standard”. Prova: Se K é compacta, entao s6
existem Rg subvariedades com esta propriedade (mostra-se de maneira similar
a proposicao 3.4). Com isto todas as subvariedades K que sdo compactas sdo
também standard.

Daremos agora alguns exemplos que explicitam mais como os conjuntos aber-
tos genéricos em M podem ser difeomorfos a abertos standard. Nossos exemplos

- - . . B
serao dados em uma extensao por forcing V(B) do universo booleano V.
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Exemplo 1: Seja R, a reta real, coberta com uma cole¢ao contavel de intervalos
abertos centrados em cada x € Z, e com didmetro igual a 14+¢€, 0 < € < 1.
Se X é tal cobertura, qualquer UViEY Vi, Y ¢ X sera aberta e desconexa.

Dado V%, seja M[G] o modelo por forcing associado a V¥ (veja Kunen
[34]). Seja ainda u um objeto ndo standarrd em M[G]. Entao, o aberto
(em M[G]) X\ = U,c, Vi tem Ry pedagos. Mas X, é difeomorfo (em
MI[G)) a Z = |Ji parV;, que é claramente um conjunto standard.

Exemplo 2: Em M[G], cubramos R? com um conjunto contével de quadrados
abertos centrados em cada x € Z% e com lados iguais a 1 +¢, 0 < € <
1, paralelos aos eixos coordenados. Restringiremos a nossa atengao ao
primeiro quadrante. Como a cobertura é contavel, podemos associar a
cada quadrado aberto um ndmero inteiro. Com isto, podemos conectar
cada centro de quadrado por uma linha continua.

Dada tal enumeragio, e para um u genérico (como no exemplo anterior),
tiramos os quadrados abertos cujos indices caiam sobre u. Temos entao
um plano com Ny buracos nos x em u.

Desde que podemos tragar uma linha continua através de todos os pares
positivos com coordenadas integrais em R?, podemos “esticar” esta linha,
tal que os buracos que formamos em R? irdo cair, digamos, na primeira col-
una do quadrante positivo. Temos novamente um conjunto aberto genérico
(o plano sem os buracos nos lugares codificados por u) que é difeomorfo a
um conjunto standard aberto em R.

Pela construcao do exemplo anterior, vemos que ele pode facilmente ser general-
izado para dimensoes superiores a dois, sendo valido para qualquer R", n € wy.

Exemplo 3: Seja dada uma cadeia infinita de tori # 3, T2(i), como a vista
anteriormente, em M[G]. Esta variedade é claramente standard. Seja
agora dada uma fungéo caracteristica f,, € M[G] para um subconjunto
genérico u C Wy, e corte um disco de cada torus T?(i) C # Y., T?(i) se
e somente se f,(n) = 1 e ndo faga mais nada se e somente se f,(n) = 0.
Este procedimento resultara numa variedade &, & # > ;c,, T?(i) que é
obviamente genérica e ndo-compacta, porque ela nao pode ser difeomorfa
a uma variedade standard.

Com o exemplo 3 vimos que, dada uma variedade standard M e M][G], podemos
ter subvariedades abertas genéricas X ¢ M, tal qual &,.
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Conclusoes

Utilizando as ferramentas dadas pela teoria axiomatica dos conjuntos e pela
teoria dos modelos, mostramos em que uma dada mudanca seméntica influi
numa teoria axiomatizada em fisica matematica.

Apos termos estudado alguns conceitos relacionados a teoria ergodica, demon-
stramos a existéncia de uma ligagao entre a velocidade de crescimento da cardi-
nalidade do conjunto de 6rbitas simboélicas de um dado sistema e sua entropia.
Este resultado nos levou a uma versao diferente do teorema de Rohlin ([48]).
Junto com este teorema, mostramos que a entropia nao é um conceito absoluto
do ponto de vista da teoria de modelos, no sentido que, se mudamos uma dada
interpretacao para os objetos de nossa teoria dos conjuntos, entao podemos
mudar a entropia de determinados processos.

Como sabemos, a entropia é uma medida da quantidade de informacao de
um dado sistema ([47]). Se um sistema se comporta de maneira aleatoria, a
quantidade de informagao contida nesse sistema é maior, implicando ser a sua
entropia positiva. Mas vimos que, se um dado sistema tem entropia positiva num
dado modelo, ele pode ter entropia nula noutro. Resta-nos entao a pergunta:
este sistema é ou nao deterministico 7

Todos estes resultados nos levam a pensar melhor sobre a caracterizagao, via
entropia, de fené6menos caoticos ou aleatorios.

Na secao 3.3, obtivemos uma sentencga formalmente indecidivel no eletromag-
netismo classico. Esta sentenca nos dizia que, numa dada extensao booleana,
podiam existir campos eletromagnéticos que nao seriam alcangéveis, via proces-
sos contrutiveis (no sentido de Gdodel), de um conjunto denso de campos, que
poderiam ser escolhidos (fisicamente e matematicamente) como sendo os cam-
pos “bem comportados”. Tais processos construtivos quaisquer poderiam ser
interpretados, por exemplo, como sendo uma aproximagao (no sentido amplo
da palavra), restando ainda muitas outras possibilidades.

Ainda dentro da idéia original, verificamos algumas consequéncias da teoria
de modelos booleanos em espagos-tempo da Relatividade Geral ([16]). Mostramos
que, se o espago-tempo for cilindrico, nao teremos espagos-tempo genéricos; por
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outro lado, se o espago-tempo nao for compacto, teremos uma infinidade de
espagos-tempo genéricos. Pela Proposigao 3.4 e pelos exemplos na segao 3.4, vi-
mos que, s6 podemos diferenciar variedades genéricas de variedades standard via
propriedades globais, posto que abertos locais serao sempre difeomorfos entre si
e, pelo principio da relatividade, com isto, nao existem experiéncias (locais) que
diferenciem abertos genéricos de abertos standard. Uma pergunta, ainda nao
respondida, nos resta ([16]): Como podemos detectar se o nosso universo é ou
nao genérico ? Como vimos, somente experiéncias globais poderiam nos trazer
uma resposta a esta pergunta.

Vimos, com todos estes exemplos, que uma dada teoria formalizada (no nosso
caso, em ZF) apresenta uma multiplicidade de modelos que as satisfazem. Esta
multiplicidade de modelos nos leva a diferentes resultados para dados objetos
da teoria. O que temos aqui, como Cohen sugeriu ([11]), é algo parecido com a
situagao da divisao da geometria no século XIX, quando Gauss, Lobatchevskii,
Bolyai e Riemann mostraram existir outras geometrias, além da euclidiana, onde
o quinto postulado de Euclides nao era mais valido.

B. W. Augerstein, Hadron Physics and Transfinite Set Theory, Inter. J.
Theoretical Phys. 23(1984) 1197.
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