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Resumo

Neste trabalho apresentamos exemplos de fenômenos metamatemt́icos em
f́ısica. São estes dois exemplos de incompletude em teorias f́ısicas e um ex-
emplo de indecidibilidade. A incompletude, num caso, está relacionada à
da aritmética e no outro a uma sentença indecid́ıvel numa teoria axiomati-
zada para os conjuntos, supostas as teorias todas consistentes. Em detalhe:
primeiro demonstramos uma proposição que nos impõe restrições à forma
conexão para que tenhamos soluções não triviais da identidade diferencial de
Bianchi. Feito isto, exibimos uma forma conexão a respeito da qual é im-
posśıvel demonstrarmos, em teorias adequadas, que ela satisfaz às restrições
mencionadas. Posteriormente, arguimos sobre a relação entre “genericidade”
e “aleatoriedade” em espaços-tempo da Relatividade Geral; mostramos que
a identificação de tais conjuntos é também indecid́ıvel em uma teoria dos
conjuntos adequada.

Abstract

We show here a few formally undecidable questions with respect to the
ZFC Axioms. We first prove that some restrictions are needed in the con-
nection form in such that we can have nontrivial solutions for the Bianchi
differential conditions. We then exhibit a connection form such that is im-
possible to prove from the ZFC axioms it satisfies the preceding restrictions.
We also argue about the relations between set-theoretically genericity and
randomness of spacetime supports of General Relativity; we prove that the
identification of those sets is an undecidable question within ZFC.
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Chapter 1

Introdução

1.1 Motivação

Em 1931, um trabalho pioneiro de Kurt Gödel [44] apresentou um re-
sultado estarrecedor na metamatemática: dada uma teoria formal suposta
consistente, poderosa o suficiente para conter a aritmética elementar, existem
proposições tais que, nem elas nem suas negações, podem ser demonstradas
nesta teoria. Dito de outra forma, se a teoria é consistente, então ela é in-
completa, porque possúi proposições indecid́ıveis. E se ela for consistente, e
contém a sentença que afirma sua consistência, esta não é um teorema da
teoria, sendo necessáriamente indecid́ıvel.

Sentenças indecid́ıveis já eram conhecidos da matemática, mais precisa-
mente na Geometria. No século XIX, com o surgimento de novas geometrias,
ficou estabelecido que o quinto postulado de Euclides (o das paralelas) era
independente dos outros axiomas da geometria plana, pois não podia deles
ser derivado e nem sua negação. A demonstração da independência do quinto
postulado foi feita mostrando-se que se a geometria euclidiana é consistente,
reinterpretando-se determinadas curvas geodésicas sobre esferas como retas,
os quatros postulados se verificavam mas o quinto era violado (segundo esta
interpretação). A consistência era obtida fundada no modelo tradicional,
euclidiano, para a geometria.

O trabalho de Gödel parecia, no entanto, estar bem distante dos trabalhos
sobre a geometria não-euclidiana. O exemplo de sentença indecid́ıvel apre-
sentada por Gödel não era, certamente, uma sentença matemática ‘usual’, e
muitos matemáticos pensaram que, por este motivo, proposições indecid́ıveis

1



não apareceriam na matemática do dia a dia.
Tais suposições foram desmistificadas em 1963 pelos trabalhos de P. J.

Cohen, que demonstrou que a sentença, na teoria axiomatizada dos conjuntos
de ZF, que exprime a Hipótese do Cont́ınuo, era independente dos axiomas
de ZF e ZFC[19]. A partir de então surgiram inúmeros resultados de in-
decidibilidade em diversas áres da matemática, a saber: topologia, análise,
teoria da medida, etc...

Em 1982 Chaitin [17] sugeriu que as proposições indecid́ıveis são de se
esperar em toda a parte da matemática. Tais proposições, como veremos,
são extremamente comuns. Com os instrumentos que exporemos nesta tese,
por exemplo, sabemos que se podem escrever expressões na linguagem da
análise clássica, provadamente iguais ou a 0 ou 1, mas sem que possamos
decidir qual seu valor numérico preciso [22].

Já que a indecidibilidade está em toda a parte, podemos nos perguntar
sobre sua existência em qualquer área do pensamento humano que envolva a
matemática como instrumento, como por exemplo a f́ısica. Trabalhos nesta
direção são [2] [6] [9] [10] [17] [24] [22] [23] [36] [67].

Nesta tese, sequência de nossos trabalhos [6] [24] [39], apresentamos algu-
mas proposições formalmente indecid́ıveis face a sistemas de axiomas poderosos,
como os de Zermelo-Fraenkel para a Teoria dos Conjuntos. Particularmente,
mostramos questões deste tipo que aparecem na Teoria dos Campos de Gauge
Clássicos [26] e na Relatividade Geral [25].

1.2 Dos Caṕıtulos

Este trabalho se acha dividido em 5 caṕıtulos, sendo o primeiro este
intróito e o quinto as conclusões.

No caṕıtulo 2 apresentamos uma breve exposição da teoria das equações
e dos conjuntos diofantinos [28]. Um esboço da teoria dos algoritmos e dos
sistemas formais é feito na seção 2.2.1, onde estabelecemos algumas definições
necessárias ao que se segue [22] [56]. O Décimo Problema de Hilbert é ex-
posto, assim como sua solução [28] [30]. Para tal, aduzimos uma equação
exponencial diofantina plena, tal qual [28], e em consonância com isto apre-
sentamos o Teorema do Quantificador Limitado [30]. Finalmente, na última
seção, expomos uma extensão [22] dos resultados de Richardson [66] e outros
sobre indecidibilidade nas funções reais.
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A porção original da tese está nos Caṕıtulos 3 e 4 (veja [26] [?]).
No Caṕıtulo 3 tratamos da indecidibilidade e incompletude nas Teorias

de Gauge Clássicas [26]. Na seção 3.2 fixamos a notação usada e os objetos
de estudo em questão. Feito isto, apresentamos uma série de versões do Teo-
rema de Frobenius que nos serão úteis nas seções seguintes. Posteriormente,
uma degenerescência nas identidades diferenciais de Bianchi é estudada, e
mostramos as condições necessárias e suficientes para a existência de soluções
não-curvatura destas identidades. Finalmente, na última seção, obtemos um
teorema de incompletude.

No quarto Caṕıtulo estudamos um exemplo em Relatividade Geral [25].
Na seção 4.3 construimos uma topologia para o conjunto de todas as var-
iedades espaços-tempo. De posse desta topologia, arguimos o significado
f́ısico das variedades genéricas, comparando-as com “variedades aleatórias”.
Mostra-se que em ZFC é imposśıvel demonstrar que tais caracteŕısticas (gene-
ricidade e aleatoridade) coincidem (módulo um conjunto irrelevante). æ
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Chapter 2

O Décimo Problema de Hilbert
e Certas de Suas Consequências

2.1 Introdução

Neste Caṕıtulo apresentamos um esboço do que utilizaremos em seguida
sobre a teoria das equações e dos conjuntos diofantinos. O objetivo básico
é apresentar o resultado de Richardson [66] a respeito de funções subele-
mentares reais, que se mostrou um poderoso intrumento na obtenção de
sentenças indecid́ıveis [22] [26].

2.2 Equações e Conjuntos Diofantinos

Consideremos um domı́nio de integridade D qualquer e seja a0, a1, . . . ,
am uma coleção de elementos de D, sendo am != 0. Uma forma polinomial
de grau m na variável x sobre D é toda a expressão do tipo

a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ amxm, ai ∈ D, para todo i. (2.1)

Definição 2.1 Se p(x) = a0 + a1x + a2x2 + · · ·+ amxm e q(x) = b0 + b1x +
b2x2 + · · ·+ bnxn então p(x) = q(x) se e somente se para todo o inteiro i ≥ 0,
ai = bi.

Definição 2.2 Seja p(x) = a0 + a1x + a2x2 + · · · + amxm. A função p :
D → D que atribui a cada elemento x ∈ D um p(x) ∈ D é chamada função
polinomial.
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A soma e a multiplicação de dois polinômios

p(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ amxm

e
q(x) = b0 + b1x + b2x

2 + · · ·+ bnxn

podem ser definidas “ponto a ponto” como

p(x) + q(x) = (a0 + b0) + (a1 + b1)x + · · ·+ (an + bn)xn + · · ·+ amxm (2.2)

e

p(x)q(x) =
k∑

j=0

cjx
j (2.3)

respectivamente, onde ci = aib0 + ai−1b1 + · · ·+ ai−lbl + · · ·+ a0bi e m > n.
A coleção de todas as formas polinomiais (2.1) sobre D constituem, com

a soma e a multiplicação definidas por (2.2) e (2.3), também um domı́nio de
integridade, denotado D[x]. D é um subdomı́nio de integridade de D[x] (cf.
[12] [47]).

Até agora lidamos com polinômios numa única variável x. Polinômios
com mais de uma variável podem ser naturalmente definidos como se segue:
seja pi(x) = ai

0 + ai
1x + ai

2x
2 + · · · + ai

mxn uma coleção de m + 1 polinômios
em x, com i = 0 . . .m; podemos definir um r(x, y) como

r(x, y) = p0(x) + p1(x)y + · · · + pm(x)ym.

Um exemplo de um polinômio em x e y seria

r(x, y) = x + 2x2y + xy2

De uma maneira geral, podemos definir por recursivamente um polinômio
de n variáveis como um elemento de D[x1, x2, . . . , xn] dado por

D[x1, x2, . . . , xn] = D[x1, x2, . . . , xn−1][xn] (2.4)

Por indução, é imediato que a coleção de todos os polinômios de n variáveis
D[x1, . . . , xn] é um domı́nio de integridade.

De agora em diante, somente consideremos os polinômios p(x1, . . . , xn)
contidos no anel polinomial Z[x1, . . . , xn], onde Z = {0,±1,±2,±3, . . .} é o
conjunto dos inteiros.
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Definição 2.3 Todo o polinômio p(x1, . . . , xn) ∈ Z[x1, . . . , xn] é chamado
polinômio diofantino.

O nome “diofantino” é uma homenagem ao grande matemático grego
Diofanto de Alexandria (século III AC), cujo grande tratado Arithmetica
aborda inúmeras equações polinomiais de inteiros em inteiros e suas solu-
ções. Por exemplo, uma t́ıpica equação diofantina é

x2 + y2 = z2 (2.5)

que pode representar a relação entre os catetos x e y e a hipotenusa z de um
dado triângulo retângulo com lados inteiros, dada pelo teorema de Pitágoras;
as soluções de (2.5), amplamente estudadas por Diofanto, nos dão todos os
triângulos retângulos de lados inteiros.

Definição 2.4 Seja p(x1, . . . , xn) um polinômio diofantino. A expressão
p(x1, . . . , xn) = 0 é chamada equação diofantina; e os valores de 〈x1, . . . xn〉 ∈
Zn que satisfazem esta igualdade são suas soluções.

Como podemos ver pela Definição 2.4, uma dada equação diofantina pode
ser associada a um conjunto de soluções, expresso por uma coleção de k n-
uplas 〈x1, . . . , xn〉, se esta equação admite k soluções, 0 ≤ k ≤ ∞. Estas
soluções nos sugerem definir determinados conjuntos de inteiros a partir de
equações diofantinas.

Definição 2.5 Seja p(x1, . . . xn, y1, . . . , ym) um polinômio diofantino com n+
m variáveis x1, . . . , xn e y1, . . . , ym. Um conjunto S de n-uplas dado por

〈x1, . . . , xn〉 ∈ S ↔ ∃〈y1, . . . , ym〉 ∈ Zm(p(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0) (2.6)

é chamado diofantino. Neste caso os x1, . . . , xn são chamados parâmetros e
os y1, . . . , ym variáveis.

Desta maneira, S é um conjunto (definido pelo polinômio diofantino
p(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)) cujos elementos são as soluções de
p(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) quando permitimos que os parâmetros y1, . . . , ym

variem em Z, isto é

S = {〈x1, . . . xn〉 ∈ Zn|∃〈y1, . . . , ym〉 ∈ Zm(p(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0)}
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Usando um artif́ıcio simples criado por Hilary Putnam [30], podemos tra-
balhar somente com as soluções em N = {1, 2, 3, 4, . . .} de um polinômio dio-
fantino. Isto é feito do seguinte modo: seja p(x, y1, . . . , ym) um polinômio dio-
fantino com m parâmetros y1, . . . , ym e uma variável x; definamos o polinômio
Q(x, y1, . . . , ym) = (x + 1)[1 − p2(x, y1, . . . , ym)] − 1. De imediato obtemos

Proposição 2.6 O conjunto S definido pelo polinômio Q(x, y1, . . . , ym) con-
struido acima consiste dos valores não-negativos assumidos por
Q(x, y1, . . . , ym) quando x, y1, . . . , ym assumem valores em N.

Demonstração: p(x, y1, . . . , ym) = 0 implica Q(a, y1, . . . , ym) = a; com isto
Q(x, y1, . . . , ym) = a ≥ 0, o que implica (1 − p2(x, y1, . . . , ym)(x + 1) − 1 ≥ 0
e 1 − p2(x, y1, . . . , ym) > 0, nos dando p(x, y1, . . . , ym) = 0 e a = x. !

Daqui por diante, a menos que digamos explicitamente o contrário, tra-
balharemos somente com equações diofantinas sobre N.

Como podemos observar, vários subconjuntos de N podem ser expressos
por equações diofantinas, como nos mostrarão os exemplos que se seguem.

Exemplo 1 (o conjunto dos pares): Fazendo-se p(x, y) = 2y − x este
conjunto pode ser definido como

x ∈ P ↔ x é par ↔ ∃y(x = 2y),

sendo P o conjunto de todos os números pares.

Exemplo 2 (os números que não são potência de 2): Fazendo p(x, y, z) =
y(2z + 1) − x temos

x ∈ S ↔ x não é potência de 2 ∃y, z(p(x, y, z) = 0),

Ainda utilizando equações diofantinas, podemos definir relações binári-
as, ternárias ou n-árias sobre números naturais, uma vez que os elementos
dos conjuntos gerados são n-uplas. Com isto, relações como x|y (x divide
y), x < y ou x > y podem ser facilmente obtidas, como mostraremos nos
exemplos 3 e 4.

Exemplo 3 (Relação x|y): Construamos o conjunto diofantino

〈x, y〉 ∈ S ↔ ∃z(xz = y) ↔ ∃(p(x, y, z) = 0),

onde p(x, y, z) = xz − y. É óbvio que p(x, y, z) é zero somente se x
divide y, para x, y, z ∈ N.
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Exemplo 4 (Relação x < y): Podemos ver claramente que x é menor que
y se existir um z ∈ N tal que

x = y − z,

e o conjunto desejado pode ser expresso como

〈x, y〉 ∈ M ↔ ∃z(x − y + z = 0),

que é diofantino.

Nosso interesse é, frequentemente, combinar afirmações sobre determina-
dos conjuntos, isto é, em geral desejamos obter um conjunto tendo simul-
taneamente duas propriedades distintas que em separado são diofantinas.
Podemos nos perguntar: é este conjunto diofantino ? Se é, como podemos
escrever um polinômio que o represente ? Para responder a estas questões,
consideremos os conjuntos diofantinos dados por

x ∈ S ↔ ∃z1, . . . , znp(x, z1, . . . , zn) = 0 (2.7)

e
y ∈ T ↔ ∃w1, . . . , wnq(y, w1, . . . , wn) = 0 (2.8)

que são conjuntos que obedecem as propriedades determinadas por
p(x, z1, . . . , zn) e q(y, w1, . . . , wn). Definamos

r(x, y, z1, . . . , zn, w1, . . . , wn) = p2(x, z1, . . . , zn) + q2(y, w1, . . . , wn) (2.9)

Da definição anterior, segue-se r(x, y, z1, . . . , zn, w1, . . . , wn) = 0 se e somente
se p(x, z1, . . . , zn) = 0 e q(y, w1, . . . , wn) = 0. Como vimos no ińıcio, pelo fato
de ser Z[x1, . . . , xn] um domı́nio de integridade, então r(x, y, z1, . . . , zn, w1, . . . , wn)
também é uma equação diofantina. Este procedimento pode imediatamente
ser extendido para o caso de vários polinômios diofantinos cujas propriedades
queremos fazer valer ao mesmo tempo e que pode ser representado pelo con-
junto simultâneo de equações diofantinas






p(1)(z(1)
1 , . . . , z(1)

n , w(1)
1 , . . . , w(1)

m ) = 0

p(2)(z(2)
1 , . . . , z(2)

n , w(2)
1 , . . . , w(2)

m ) = 0
...

p(k)(z(k)
1 , . . . , z(k)

n , w(k)
1 , . . . , w(k)

m ) = 0
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Este sistema pode ser representado pela única equação

(p(1)(z(1)
1 , . . . , z(1)

n , w(1)
1 , . . . , w(1)

m ))2 + (p(2)(z(2)
1 , . . . , z(2)

n , w(2)
1 , . . . , w(2)

m )2+

+ · · · (p(k)(z(k)
1 , . . . , z(k)

n , w(k)
1 , . . . , w(k)

m )2 = 0

que, pelos motivos mencionados anteriormente, é diofantina.
Acabamos de apresentar uma maneira pela qual dadas duas propriedades

sobre elementos do conjunto dos inteiros, representadas por uma equação
diofantina, possamos juntá-las utilizando o conectivo lógico “e” (que rep-
resentaremos por1 “∧”). Em outras palavras (p(x) = 0 ∧ q(y) = 0) ↔
(p2(x) + q2(y) = 0). Isto implica

〈x, y〉 ∈ S ↔ (p(x) = 0 ∧ q(y) = 0) ↔ (p2(x) + q2(y) = 0).

De imediato, o conectivo “ou” pode ser introduzido como:

〈x, y〉 ∈ S ↔ (p(x) = 0 ∨ q(y) = 0) ↔ (p(x)q(y) = 0)

uma vez que p(x)q(y) != 0 se e somente se p(x) e q(y) são ao mesmo tempo
diferentes de zero, e p(x)q(y) se anula se pelo menos um dos polinômios p(x)
ou q(y) é zero.

A negação lógica também é naturalmente introduzida na linguagem das
equações diofantinas, pois

x ∈ S ↔ (¬p(x) = 0) ↔ ∃z(p(x) = z + 1 ∧ p(x) = −z − 1) ↔

↔ ∃z((p(x) − z − 1)(p(x) + z + 1) = 0) ↔ ∃z(p′(x, z) = 0)

onde p′(x, z) = (p(x) − z − 1)(p(x) + z + 1).
Como vimos, usando-se equações diofantinas podemos traduzir os predi-

cados P (x)∧Q(y) e P (x)∨Q(y) sobre elementos de N (sendo P (x) e Q(y) eles
mesmo representáveis via equações diofantinas) nas equações p2(x)+ q2(y) =
0 e p(x)q(y) = 0 respectivamente, onde p(x) = 0 ↔ P (x) e q(x) = 0 ↔ Q(x).

Neste ponto é valido perguntarmo-nos se podemos traduzir algum “cálcu-
lo de predicados” utilizando as equações diofantinas, no sentido de obtermos,

1Observemos que o śımbolo utilizado para o conectivo lógico “e” coincide com o uti-
lizado para representar o produto exterior. Isto não apresentará nenhuma confusão, pois
ficará claro no texto a que caso estaremos aludindo
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para cada subconjunto de N descrito por um predicado P (x), uma determi-
nada equação diofantina. A resposta a isto é dada mostrando-se a existência
de uma equação diofantina especial: a exponencial diofantina. De posse
da função exponencial diofantina, demonstra-se o Teorema do Quantificador
Limitado, que traduz em termos de equações diofantinas um quantificado
universal limitado. Antes disto vejamos algumas definições en passant sobre
a teoria dos algoritmos e suas aplicações sobre sistemas formais.

2.2.1 Algoritmos e Sistemas Formais

Um algoritmo é, intuitivamente, um procedimento “mecânico” que gera a
partir de uma dada sequência finita de śımbolos e utilizando um número finito
de passos determińısticos uma nova sequência finita de śımbolos [37] [56]. A
teoria dos algoritmos é formalizada através da Teoria das Funções Recursivas
ou das Máquinas de Turing, e supomos que elas exprimem o conceito intuitivo
de “cálculo” fundando-nos na Tese de Church [56]. Com a teoria das funções
recursivas podemos definir várias espécies de subconjuntos dos naturais:

Definição 2.7 Um conjunto A ⊆ ω0 é recursivamente enumerável se existe
um algoritmo tal que, aplicado sobre o conjunto dos naturais 0, 1, 2, 3, . . .,
tem como imagem A.

Definição 2.8 Um conjunto A ⊆ ω0 é recursivo se existe um algoritmo que,
aplicado a todo o n ∈ ω0, toma o valor 1 se n ∈ A, e 0 se n !∈ A.

Um dos resultados cruciais na teoria dos algoritmos é que todo o conjunto
recursivo é recursivamente enumerável, mas nem todo o conjunto recursiva-
mente enumerável é recursivo [56] [77].

Como sistema formal entendemos:

• Um alfabeto finito, A;

• Sequências arbitrárias de elementos de A, σ(A);

• Palavras bem-contrúıdas: o conjunto das palavras bem constrúıdas
WFF ⊆ σ(A) é um conjunto recursivo de σ(A);

• Teoremas: o conjunto T ⊆ WFF dos teoremas é recursivamente enu-
merável em WFF .
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A teoria de algoritmos é amplamente utilizada no trato com sistemas formais,
uma vez que torna rigoroso o conceito de demonstração, pois os teoremas são
conjuntos recursivamente enumeráveis [77].

Nesta seção estaremos interessados em sistemas formais com linguagens
de primeira ordem, como por exemplo L1

Ar (a linguagem da aritmética ele-
mentar) ou L1

ZFC (a linguagem da teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel
mais o Axioma da Escolha) [56]. Note que L1

Ar ⊂ L1
ZFC.

Seguindo [22], consideremos uma teoria T formalizada numa linguagem
de primeira ordem tal que L1

Ar ⊆ L1
T e suponhamos que existe uma função

computável biuńıvoca ι : ST ↔ ω0 sobre o conjunto contável de sentenças de
T , que chamaremos ST . Suponhamos ainda que L1

T ⊂ T e é um conjunto da
teoria.

Seja TT ⊂ ST o conjunto de teoremas de T , que é recursivamente enu-
merável.

Definição 2.9 Para qualquer teoria T como estabelecido temos:

1. Se TT ⊂ ST é um conjunto recursivo, então T é uma teoria decid́ıvel.

2. Se TT ⊂ ST não é um conjunto recursivo, então T é uma teoria inde-
cid́ıvel.

3. Se, para toda a sentença ξ ∈ ST , ou ξ ∈ TT ou ¬ξ ∈ TT , então dizemos
que T é uma teoria completa.

4. Se existe um ξ0 ∈ ST tal que tanto ξ0 !∈ TT quanto ¬ξ0 !∈ TT , então
chamamos T uma teoria incompleta e ξ0 uma sentença indecid́ıvel de
T .

Denotaremos N o modelo standard que prova a aritmética e V o modelo
bem fundado de Von Neumann para ZFC.

Definição 2.10 Dizemos que a teoria T é aritmeticamente consistente se e
somente se N é um modelo para todas as sentenças em SAr que são demon-
stráveis em T , com L1

T ⊃ L1
Ar e sendo SAr o conjunto de todas as sentenças

da aritmética.

Após este breve passeio na teoria de sistemas formais, onde definimos o
essencial para o que se segue, voltemos às equações diofantinas. Remetemos
o leitor não familiarizado com o assunto que tratamos para as referências [19]
[46] [54] [56] [77] e bibliografias lá citadas.
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2.2.2 Uma Equação Diofantina Exponencial

Em 1961, Martin Davis, Hilary Putnam e Julia Robinson [31] demons-
traram que todo o conjunto recursivamente enumerável pode ser definido
existencialmente em termos de equações exponenciais diofantinas. Equa-
ções exponencias diofantinas são obtidas quando acrescentamos a nossas e-
quações polinomiais diofantinas termos do tipo cαβ1

1 αβ2

2 · · ·αβn
n onde os αi

e os βi podem ser tanto inteiros quanto variáveis [30]. Do fato que nem
todo o conjunto recursivamente enumerável é recursivo [19] [56] [37] [77], e
do resultado de Davis, Putnam e Robinson estabelece-se a inexistência de
um algoritmo que nos diga se uma dada equação diofantina exponencial tem
soluções.

O resultado que acabamos de enunciar está intimamente relacionado ao
décimo problema da famosa lista que o matemático alemão David Hilbert
apresentou no “International Congress of Mathematicians” em 1900 [28]. O
Décimo Problema de Hilbert pode ser apresentado como [28]:

Décimo Problema de Hilbert: Suponhamos dada uma equação diofan-
tina com número arbitrário de variáveis e com coeficientes inteiros
racionais. Apresentar um procedimento pelo qual seja posśıvel determi-
narmos, após um número finito de operações, se esta equação é solúvel
ou não nos inteiros racionais.

Em outras palavras: encontrar um algoritmo que teste as equações poli-
nomiais diofantinas com coeficientes inteiros e nos diga se estas equações
apresentam soluções nos inteiros ou não.

Como vimos, se pudermos encontrar polinômios diofantinos que repre-
sentem qualquer exponencial diofantina, então temos uma resposta negativa
para o 10o problema de Hilbert.

A existência de tal polinômio foi demonstrada pela primeira vez por Y.
Matijasevic̆ em 1970 [30] usando as propriedades das sequências geradas pelos
números de Fibonacci pares e mostrando ser esta sequência diofantina.

Uma equação diofantina expĺıcita representando m = nk foi posterior-
mente obtida por Martin Davis [29]. Apresentamos aqui esta versão de
Martin Davis [28] para a função diofantina exponencial, obtida a partir da
equação de Pell do tipo

x2 − (a2 − 1)y2 = 1 (2.10)
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onde x, y ≥ 0 e a > 1. Pode-se numerar as soluções de (2.10), que formam
um conjunto infinito bem conhecido [30], em ordem crescente

x = χa(0), y = ψa(0)
x = χa(1), y = ψa(1)
x = χa(2), y = ψa(2)
...

...

, (2.11)

onde os ψa são números que crescem exponencialmente. Davis demonstrou
que y = ψa(k) é diofantina [28] tornando fact́ıvel a definição de uma expo-
nencial, pois

(2a − 1)n ≤ ψa(n + 1) ≤ (2a)n

Usando os resultados precedentes, demonstra-se que o conjunto simultâ-
neo de eq. diofantinas

x2 − (o2 − 1)y2 − 1 = 0

u2 − (o2 − 1)v2 − 1 = 0

v − ry2 = 0

b − 1 − 4py = 0

b − o − qu = 0

s − x − cu = 0

s2 − (b2 − 1)t2 − 1 = 0

t − k − 4(d − 1)y = 0

y − k − e + 1 = 0

(x − y(o − n) − m)2 − (f − 1)2(2on − n2 − 1)2 = 0

m + g − 2on + n2 + 1 = 0

n + h − w = 0

k + l − w = 0

o2 − (w2 − 1)(w − 1)2z2 − 1 = 0

tem soluções nos argumentos x, o, y, u, v, r, b, p, q, s, c, t, e, d, f, g, h, w, l, z se e
somente se m = nk [28].
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Partindo-se deste conjunto de equações diofantinas, podemos construir
uma única eq. diofantina A(m, n, k, w1, . . . , w20) tal que
∃w1, . . . , w20(A(m, n, k, w1, . . . , w20) = 0) ↔ m = nk, simplesmente fazendo
com que A(m, n, k, w1, . . . , w20) seja a soma dos quadrados de cada equação
do sistema anterior. Tal construção é trabalhosa, mas pode facilmente ser
obtida com o aux́ılio de um computador dotado de algum bom programa de
Computação Algébrica2.

O sistema anterior não é o único que representa m = nk. Na verdade
equações com apenas 5 parâmetros foram obtidas para a exponencial. Isto
se deve ao fato de sempre podermos reduzir o número de parâmetros de uma
eq. diofantina para ao menos 13 [58].

A existência de uma equação diofantina exponencial nos permite afirmar
que o subconjunto dos números primos é diofantino. p é primo se e somente
se o sistema de equaçes

p = s + 1

p = r + 2

q = s!

ap − bq = 1

é satisfeito para algum valor de a, b, s, r, q ∈ N. Como s! pode ser represen-
tado como uma exponencial diofantina (cf. [30]) o sistema de eq. anterior é
diofantino. A caracteŕıstica de serem os primos diofantinos se a função ex-
ponencial for diofantina foi um argumento muito usado para se conjecturar
que m = nk não era diofantina, o que se mostrou errado.

De posse da representação para a equação m = nk podemos agora apre-
sentar uma representação dos quantificadores lógicos em termos de equações
diofantinas.

2.2.3 Teorema do Quantificador Limitado

Os quantificadores ∃ e ∀, se limitados, podem ser traduzidos em equações
diofantinas de acordo com o teorema [30] [28] [56] que se segue:

2Alguns programas deste tipo usando as linguagens MAPLE e REDUCE estão listados
no Apêndice A.
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Teorema 2.11 Seja p(x, y, k, z1, . . . , zn) um polinômio diofantino com vari-
áveis z1, . . . , zn e parâmetros x, y, k. Então

(∀k)k≤x(∃z1, . . . , zn)z1,...,zn≤y[p(x, y, k, z1, . . . , zn) = 0] ↔

↔ ∃b1, . . . , bn[(b1
y+1) ≡ (b2

y+1) ≡ · · ·

≡ (bn
y+1) ≡ p(x, y, Q! − 1, b1, . . . , bn) ≡ 0 (mod (Q!−1

x+1 ))]

onde Q é um polinomio diofantino tal que

Q = Q(x, y) > |p(x, y, k, z1, . . . , zn)| + 2x + y + 1

para todos os k ≤ x e para todos os z1 ≤ y, . . . , zn ≤ y. b1, . . . , bn também
são escolhidos tais que bi < (bn

y+1), i = 1 . . . n.

Note que uma vez em posse da exponencial diofantina imediatamente con-
struimos expressões diofantinas que representem n! e (n

k), se lembramos que
estas funções são aproximadas por expressões do tipo xy [30] [28].

Corolário 2.12 Sejam R e S definidos como:

〈y, z1, . . . , zn〉 ∈ S ↔ (2.12)

(∀k)k≤y(∃x1, . . . , xm)[p(y, k, z1, . . . , zn, x1, . . . , xm) = 0]

〈y, z1, . . . , zn〉 ∈ R ↔ (2.13)

(∃k)k≤y(∃x1, . . . , xm)[p(y, k, z1, . . . , zn, x1, . . . , xm) = 0]

onde p(y, k, z1, . . . , zn, x1, . . . , xm) é um polinômio diofantino. Então S e R
são diofantinos.

Observamos que de fato temos uma sistemática poderosa para contru-
irmos definições diofantinas de variados conjuntos, aplicando para tal o teo-
rema 2.11 em conjunção com as técnicas apresentadas para a introdução dos
conectivos ∧ e ∨.

Vejamos agora alguns exemplos de problemas famosos que podem ser
escritos na linguagem das equações diofantinas.
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2.2.4 Alguns Exemplos Envolvendo Problemas Famo-
sos

Exemplo 1: A última conjectura de Fermat, também conhecida como últi-
mo teorema de Fermat, é a seguinte afirmação: a equação

xn + yn = zn

não tem soluções para x, y, z inteiros > 0 se n for um inteiro maior que
2.

Seja A(m, n, k, x1, . . . , x20) uma função que representa a exponencial,
como anteriormente. A expressão anterior pode ser escrita como (omitindo-
se as variáveis, por simplicidade):

A2(a, x, n) + A2(b, y, n) + A2(a + b, z, n) =

= F (a, b, x, y, z, n, x1, . . . , x60) = 0,

implicando ser o último teorema de Fermat falso se e somente se

∃a, b, x, y, z, n, x1, . . . , x60[F (a, b, x, y, z, n + 2, x1, . . . , x60) = 0],

o que nos mostra poder este problema ser reduzido a uma questão sobre
a existência ou não de soluções de uma dada equação diofantina.

Exemplo 2: A função zeta de Riemann é definida

ζ(s) =
∞∑

n=1

n−s

Esta função tem um polo em s = 1 e é anaĺıtica em todo o plano
complexo, exceto neste polo. ζ tem ainda zeros nos pontos -2, -4, -6,
-8, . . ., chamados zeros triviais. Todos os outro zeros da função zeta de
Riemann são chamados não-triviais.

A Hipótese de Riemann afirma que todos os zeros não-triviais da função
zeta se situam na linha Re(s) = 1/2. Mostra-se que esta hipótese é
equivalente à afirmação de que ζ(s) não tem zeros no intervalo 1

2 <
Re < 1.
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Definindo

δ(x) =
x−1∏

n=1

n∏

j=1

η(j)

com {
η(j) = 1, se j não é potência de um primo
η(pk) = p, p primo

a Hipótese de Riemann pode ser escrita como [30] [56]:

(
∑

k≤δ(n)

1

k
− n2

2
)2 < 36n3 para n = 1, 2, 3, . . . (2.14)

A equação anterior é diofantina, uma vez que o conjunto dos primos é
diofantino e que o produtório e o somatório limitados são diofantinos
(em virtude do teorema 2.11).

Os dois problemas apresentados acima podem ser abordados via equa-
ções diofantinas de tal forma que demonstrar a existência de soluções para o
polinômio correspondente seria equivalente a demonstrar estas hipótese ou a
falsidade destas hipótese.

Embora seja trabalhoso, polinômios correspondentes aos problemas ante-
riores podem ser escritos explicitamente usando-se as técnicas apresentadas.
A dificuldade que nos surge é a grande quantidade de variáveis envolvidas
em tais problemas, que no caso da Hipótese de Riemann (usando-se a ex-
ponencial com 20 variáveis) pode chegar a mais de 300.000 [7]. Sabemos
que qualquer eq. diofantina pode ser reduzida a pelo menos 13 variáveis
[58] ou ainda a 9 [49], mas este procedimento de redução exige a construção
de uma equação diofantina universal cujo grau pode chegar à ordem de 560.
No Apêndice A apresentamos alguns programas de computação algébrica us-
ando as linguagens MAPLE e REDUCE que nos constroem expĺıcitamente
tais polinômios.

2.3 O Teorema de Richardson-da Costa-Do-
ria

Nesta seção exibiremos os resultados de indecibilidade e incompletude na
análise real, advindos do Teorema de Gödel (mais diretamente, da resposta
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negativa dada por Matijasevic̆ ao Décimo Problema de Hilbert), expostos no
artigo de Richardson [66]. A versão que apresentaremos, elaborada por N. C.
A. da Costa e F. A. Doria [22], é uma expansão de resultados encontrados em
[66], que mostram a insolubilidade algoritmica de alguns problemas na análise
clássica. Estes resultados implicam num teorema geral de incompletude na
análise.

Seja E um conjunto de expressões, numa dada linguagem L1
T para a teoria

formal T com L1
T ⊃ L1

Ar, representando funções (parcialmente) definidas de
uma só variável dos reais sobre os reais. Se este conjunto E de expressões se
referir somente a uma álgebra espećıfica de funções D, explicitaremos isto por
E(D). Deste modo funções f ∈ D são representadas em L1

T como elementos
E(f) ∈ E(D). Observemos que não há uma correspondência biuńıvoca entre
elementos de D e E(D) posto que uma mesma função pode ser “escrita” de
diversas maneiras. D será uma álgebra de funções subelementares.

Então, os seguinte resultados foram demonstrados por Richardson:

• Se a álgebra D é fechada pela adição, subtração, multiplicação e com-
posição de funções e contém log 2, π, ex e sin x, então o problema dada
uma expressão E(f) ∈ E(D) decidir se existe um real x tal que f(x) < 0
será algoritmicamente insolúvel.

• Se inclúımos à álgebra D do ı́tem anterior a função módulo (valor ab-
soluto) de x, |x|, então o problema dada uma expressão E(f) ∈ E(D)
decidir se f(x) = 0 será algoritmicamente insolúvel.

• Se, além dessas condições, acrescentamos à D uma função B(x) tal
que para nenhuma função f(x) em D e nenhum intervalo I ∈ R temos
df(x)
dx = B(x) em I, então o problema dada uma E(f) ∈ E(D) decidir se

existe uma função g ∈ D tal que dg(x)
dx = f(x) será algoritmicamente

insolúvel.

Aqui g(x) representa o valor de g ∈ D no ponto x e g(x) = f(x) se e somente
se g e f são definidos sobre os mesmos pontos e se seus valores são iguais
nestes pontos.

A idéia por trás da demonstração de Richardson é a seguinte:
Primeiro suporemos D como a álgebra das funções subelementares, ou

seja, D é fechada pela soma, subtração e multiplicação de funções. D também
contém polinômios, senos, co-senos, exponenciais e os números reais log 2, π
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e todos os racionais. Observemos que esta álgebra é extremamente rica3,
uma vez que grande parte dos objetos que trabalhamos em f́ısica pode ser
representado por elementos de D.

Consideremos um polinômio diofantino p(y, x1, . . . , xn) qualquer. Vimos
alhures que Davis, Matijasevic̆ e Robinson demonstraram não existir um
algoritmo capaz de apontar se p tem zeros ou não. Permitamos agora que p
assuma valores dos reais sobre os reais e construamos a seguinte função:

p2(y, x1, . . . , xn) +
n∑

j=1

sin2(πxj)K(y, x1, . . . , xn) (2.15)

onde K(y, x1, . . . , xn) é uma função subelementar rápida e monótonamente
crescente com K(0, 0, 0, . . . , 0) muito grande. A parte de (2.15) que contém
os senos só se anula se os xj são inteiros. Portanto, decidir se a expressão
anterior tem zeros é equivalente a decidir se existem soluções para a equação
diofantina p(y, x1, . . . , xn) = 0, o que é imposśıvel no caso geral. Formalize-
mos isto, seguindo da Costa e Doria [22].

Comecemos definindo de maneira rigorosa a álgebra A[x1, . . . , Q] das
funções subelementares com variáveis {x1 . . .} definida sobre os racionais Q.

Definição 2.13 A álgebra A[x1, . . . , Q] é tal que:

1. π, q, xi, sin xi e exi pertencem a A, com q ∈ Q.

2. Se A e B são elementos de A, então A + B, A − B e A · B também
são elementos de A.

3. A é a menor álgebra fechada segundo as condições anteriores.

Chamaremos A′ à quase-álgebra definida como A apenas acrescentando ao
ı́tem 2 a condição de que A ◦ B (◦ denota composição de funções) também
seja elemento da álgebra.

Notemos que como A é definida sobre os racionais, A é um anel enu-
merável [12]. É natural extendermos A[Q] para os reais de tal forma que
A[Q] ⊂ A[R], onde A[R] é a extensão de A[Q], e desta forma A[R] não é
contável. Seguindo [22], quando for relevante o fato da álgebra A ser contável
ou não, explicitaremos no texto.

3É só nos lembrarmos, por exemplo, da importância dos osciladores harmônicos em
f́ısica.
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Lema 2.14 A é fechada segundo a derivação parcial ∂i = ∂/∂xi.

Demonstração: Por indução. ∂iπ = ∂iq = ∂ixj = ∂i(sin xj) = ∂i(exj ) = 0 ∈
Q ⊂ A, para i != j. Ainda ∂ixi = 1 ∈ A, ∂i(sin xi) = cosxi = sin(xi +

π
2 ) ∈ A

e ∂i(exi) = exi ∈ A. Suponhamos que A e B ∈ A, então é evidente por
indução e pela linearidade do operador ∂i que ∂iC ∈ A, C obtido a partir de
A e B por +,−, ◦, ·. !

Apresentemos agora o primeiro dos resultado listados anteriormente. Como
nesta proposição constroe-se uma função que leva a teoria das equações dio-
fantinas em elementos da álgebra A anteriormente definida, chamaremos esta
construção functor de Richardson I [22].

Proposição 2.15 (Functor de Richardson I) Existe uma injeção ιP : P →
A, onde P é a álgebra dos polinômios sobre Z com número finito de variáveis
e A é a álgebra das funções subelementares, tal que:

1. Determinada uma expressão para p ∈ P em L1
Ar, existe um procedi-

mento efetivo (algoritmo) para obtermos a expressão para F = ιP (p)
em L1

ZFC.

2. ιP é biuńıvoca.

3. ∃.x ∈ ωn
0 (p(m, .x) = 0) se e somente se ∃.x ∈ Rn(F (m, .x) = 0) se e

somente se ∃.x ∈ Rn(F (m, .x) ≤ 1), para p ∈ P e F ∈ A.

Na proposição acima abreviamos 〈x1, . . . , xn〉 por .x ∈ Rn. Deste modo
p(x1, . . . , xn) se escreve como p(.x).

Demonstração: É obtida a partir dos lemas seguintes [66] [22]:

Lema 2.16 Se f ∈ A, então existe um g ∈ A tal que:

1. ∀.x ∈ Rng(.x) > 1.

2. ∀.x,.δ ∈ Rn(|δ1| ≤ 1 ∧ . . . ∧ |δn| ≤ 1) ↔
↔ (g(.x) > |f(.x + .δ)|).
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Demonstração: A demonstração é obtida por indução sobre o número de
etapas que são nescessárias para obtermos uma expressão para f(.x). As
expressões fundamentais (etapa 0) são ou constantes ou variáveis. No estágio
n + 1 as expressões são da forma A ± B, A · B, eA ou sin, onde A e B são
expressões obtidas em pelo menos n etapas. Pela construção de A todas as
funções subelementares são obtidas desta maneira.

Etapa 0: Ou f(.x) = c ou f(.x) = xi (xi, como antes, é a enésima compo-
nente de .x). Se

f(.x) = c

definimos
g(.x) = |c| + 2

Se
f(.x) = xi

definimos
g(.x) = x2

i + 2

Estas definições visivelmente satisfazem os ı́tens 1 e 2 do Lema.
Etapa n + 1: Suponhamos que A e B tenham sido obtidas em ao menos

n etapas e suponhamos ainda que k e h satisfazem os ı́tens 1 e 2 do Lema
para A e B respectivamente. Temos:

• Se f = A ± B definimos g = k + h.

• Se f = A · B definimos g = k · h.

• Se f = eA definimos g = ek

• Se f = sin A definimos g = 2

e g assim contrúıdo satisfaz o Lema. !

Lema 2.17 Existe um procedimento algoritmico tal que dada uma expressão
para p ∈ P podemos obter expressões para funções ki ∈ A que satisfazem:

ki(m, .x) > |∂i(p
2(m, .x + .δ))|

para δi ∈ R e |δi| ≤ 1.
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Demonstração: Como A é fechada por ∂i, então aplicamos o procedimento
do Lema anterior (que é algoŕıtmico) ao argumento entre | · · · |. Como a
operação de derivação é algoŕıtmica, resulta no Lema. !

Definição 2.18 Seja p ∈ P e ki como no Lema 2.17, definimos:

f(m, .x) = (n + 1)4{p2(m, .x) +
n∑

i=1

(sin2 πxi)k
4
i (m, .x)} (2.16)

Definição 2.19 F (m, .x) = f(m, x2
1, . . . , x

2
n).

Os dois primeiros ı́tens da proposição 2.15 resultam de imediato destas
definições, uma vez que (p1 != p2) → (F1 != F2).

Por contrução, é imediato no ı́tem 3 que [66]:

(∃.x ∈ ωn
0 (p(m, .x) = 0)) → (∃.x ∈ Rn(F (m, .x) = 0)) →

→ (∃.x ∈ Rn(F (m, .x) ≤ 1))

O que precisamos demonstrar é (∃.x ∈ Rn(F (m, .x) ≤ 1)) → (∃.x ∈ ωn
0 (p(m, .x) =

0)) supondo m ∈ ω0.
f(m, .x) ≤ 1,

então,

p2(m, .x) +
n∑

i=1

(sin2 πxi)k
4
i (m, .x) ≤ 1

(n + 1)4
(2.17)

O lado esquerdo da equação (2.17) pode ser considerado em separado como
sendo menor que o lado direito, resultando

p2(m, .x) ≤ 1

(n + 1)4
(2.18)

e

(sin πxi)
1
4 · ki(m, .x) ≤ 1

(n + 1)
(2.19)

Seja 〈x〉 o número natural mais próximo de x. Mostra-se que, para x ≥ 0,
|〈x〉 − x| ≤ (sin2 πx)1/4 [66].
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De (2.19) obtemos

n∑

i=1

|〈xi〉 − xi|ki(m, .x) ≤ n

n + 1

De (2.18) e da eq. anterior obtemos

p2(m, .x) +
n∑

i=1

|〈xi〉 − xi|ki(m, .x) < 1 (2.20)

Usando o teorema do valor médio, p2(m, 〈.x〉) ≤ p2(m, .x) +
∑n

i=1 |〈xi〉 −
xi| · |∂ip2(m, x1, . . . , xn)| onde x situa-se no intervalo entre x e 〈x〉. Pelo Lema
2.17 temos ki(m, .x) > |∂i(p2(m, x1, . . . , xn))|. Pela eq. (2.20) obtemos

p2(m, 〈.x〉) < 1

Por hipótes m é um número natural. p2 leva naturais nos inteiros. Portanto,
p2(m, 〈.x〉) = 0 e p(m, 〈.x〉) = 0, o que completa a prova. !.

A existência do functor apresentado nos mostra claramente como obter
resultados de indecibilidade na Análise Real de uma função de várias variá-
veis. Richardson segue adiante e reduz esta função de várias variáveis a outra
de somente uma variável. Esta redução é feita substituindo cada variável por
uma função que oscila rapidamente em função de uma única variável x, como
veremos no:

Corolário 2.20 (Functor de Richardson II) Seja A1 a álgebra das fun-
ções subelementares sobre uma única variável real x. Então existe uma
aplicação ι′ : P → A1 tal que:

1. ι′ é construtiva.

2. ι′ é biuńıvoca.

3. ∃.x ∈ ωn
0 (p(m, .x) = 0) se e somente se ∃x ∈ R(L(m, x) = 0) se e

somente se ∃x ∈ R(G(m, x) ≤ 1).

Demonstração: Definamos
h(x) = x sin x
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g(x) = x sin x3

Dada uma F (m, .x) como definida anteriormente, fazemos as seguintes subs-
tituições:

x1 = h(x)

x2 = h ◦ g(x)

x3 = h ◦ g ◦ g(x)

...

xn−1 = h ◦ g ◦ · · · ◦ g(x)
︸ ︷︷ ︸

n−2 vezes
e

xn = g ◦ g ◦ · · · ◦ g(x)
︸ ︷︷ ︸

n vezes

Feitas as substituições obtemos G(m, x). Definimos também

L(m, x) = G(m, x) − 1

2

Se F é construtiva, é evidente que G e L são também construtivas, e com
isto demonstramos os ı́tens 1 e 3 (como consequencia da Proposição 2.15).

O ı́tem 2 é imediato, pois p1 != p2 implica G1 != G2. !

Como os functores ι e ι′ são construt́ıveis, existe um algoritmo que leva
elementos de P em A. No Apêndice A apresentamos um tal algoŕıtmo escrito
em linguagem MAPLE, aplicado a uma eq. diofantina particular.

Lema 2.21 Se

B(m, x) = |G(m, x) − 1|− (G(m, x) − 1)

então ∀x ∈ R(B(m, x) = 0) se e somente se ¬∃x ∈ R(G(m, x) < 1).

Demonstração: Imediata. !
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Corolário 2.22 Se

χ(m, x) = min(1, 2
∗
− 2G(m, x))

onde x
∗
− y = 1

2(|x − y| + (x − y)) e min(x, y) = x − (x
∗
− y), então

1. ¬∃x ∈ R(G(m, x) < 1) se e somente se ∀x ∈ R(χ(m, x) = 0).

2. ∃x ∈ R(G(m, x) < 1) se e somente se existe um intervalo Im ⊂ R tal
que ∀x ∈ Im(χ(m, x) = 1).

Demonstração: Veja [66]. !

Estendamos a álgebra A′
1 para uma pseudo-álgebra Q tal que (com f, g ∈

A′
1):

• f
g ∈ Q, no domı́nio onde a divisão é definida.

• Se r =
∫ b
a f(x)dx (podendo a integral ser imprópria) então r ∈ Q.

• η(x) ∈ Q, onde η é a função sinal, que é +1 para x positivo, −1 para
x negativo e zero para x = 0.

• dη(x)/dx ∈ Q.

• Q é fechada segundo operações algébricas (finitas) e composição (finita)
de funções, sempre que este objetos forem bem definidos.

Corolário 2.23 Existe uma função θ(m, x) ∈ Q tal que:

1. ¬∃x ∈ R(G(m, x) < 1) se e somente se ∀x ∈ R(θ(m, x) = 0).

2. ∃x ∈ R(G(m, x) < 1) se e somente se ∀x ∈ R(θ(m, x) = 1).

Demonstração: Façamos C(m, x) = (B(m, x))2 com B dado anteriormente.
Definamos agora as integrais impróprias

K(m) =
∫ +∞

−∞

C(m, x)e−x2

1 + C(m, x)
dx.
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K(m) é finita para todo m. Fazemos agora

θ(m, x) = θ(m) = η(
K(m)

1 + K(m)
)

Podemos agora estabeler o principal resultado de indecibilidade desta
seção, consequência da solução negativa de Matijasevic̆ ao Décimo Problema
de Hilbert [66] [22]:

Proposição 2.24 Para um m ∈ ω0 arbitrário, não existe um algoŕıtmo geral
que testa se:

1. Se existem reais .x tais que F (m, .x) = 0.

2. Existe um x ∈ R tal que G(m, x) < 1.

3. ∀x ∈ RB(m, x) = 0.

4. ∀x ∈ Rχ(m, x) = 0 ou ∀x ∈ Rχ(m, x) = 1 sobre um intervalo Im ⊂ R.

5. ∀x ∈ Rθ(m, x) = 0 ou ∀x ∈ Rθ(m, x) = 1 sobre os reais.

6. Para uma f(m, x) arbitrária temos f(m, x) ≡ θ(m, x).

Demonstração: Advém dos resultados anteriores, junto com a solução nega-
tiva para o Décimo problema de Hilbert. !

Agora vejamos o resultado de incompletude deste Caṕıtulo, que resulta
das Proposições anteriores.

Proposição 2.25 Supondo-se ZFC aritméticamente consistente, pode-se con-
truir uma equação diofantina

p(x1, . . . , xn) = 0

em ZFC, tal que não tenha soluções nos naturais, mas tal que

ZFC !4 ¬(∃.x ∈ ωn
0 p(.x) = 0),

ainda que não possamos demonstrar que

ZFC 4 ¬(∃.x ∈ ωn
0 p(.x) = 0)
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Demonstração: Veja [22]. !

Corolário 2.26 Se ZFC é aritmeticamente consistente, então nem ZFC 4
∃.x ∈ ωn

0 p(.x) = 0 nem ZFC 4 ¬(∃.x ∈ ωn
0 p(.x) = 0). Além disso, para um

modelo M de ZFC tal que M ⊃ N é um modelo para a aritmética em ZFC,
então M 4 ¬(∃.x ∈ ωn

0 p(.x) = 0).

Um resultado geral de indecidibilidade e incompletude pode ser estabele-
cido neste ponto. Seja B ⊇ Q uma super-álgebra qualquer; seja ψ ∈ L1

ZFC

um predicado definido para B tal que:

ZFC 4 ∃f, g ∈ Bψ(f) ∧ ¬ψ(g).

Se ξ ∈ L1
ZFC é qualquer expressão nesta linguagem, ‖ξ‖ denota a sua com-

plexidade. CZFC(ξ), a complexidade da demonstração de ξ, é o comprimento
mı́nimo que uma dedução de ξ a partir dos axiomas de ZFC pode ter. Então,
conforme [22], temos:

Proposição 2.27 Se ZFC é aritmeticamente consistente, então:

1. Existe um h ∈ B tal que nem ZFC 4 ¬ψ(h) nem ZFC 4 ψ(h), mas
M |= ψ(h), M dado pelo corolário anterior.

2. Existe um conjunto contável de funções hm ∈ B, m ∈ ω0, tal que não
existe um procedimento geral de decisão que diga, para um m arbitrário,
se ou ψ(hm) ou ¬ψ(hm) é demonstrável a em ZFC.

3. Dado o conjunto K = {m : ZFC 4 ψ(m̂)}, e dada uma função recursiva
total g : ω0 → ω0, existe um número infinito de valores para m tal que
CZFC(ψ(m̂)) > g(‖ψ(m̂)‖).

Demonstração: Veja [22]. !

Para mais detalhes sobre estes resultados veja [22].
Como veremos no caṕıtulo seguinte, o functor de Richardson se apresenta

como uma poderosa ferramenta na demonstração de questões formalmente
indecid́ıveis face a uma axiomática para a teoria dos conjuntos, como por
exemplo ZFC.

æ
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Chapter 3

Algumas Questões sobre a
Geometria dos Campos de
Gauge

3.1 Introdução

Desde os trabalhos iniciais de C. N. Yang e R. I. Mills [82], Schwinger [68]
[69] [70] [71] e de R. Utiyama [78] que os campos de gauge adquiriram extrema
importância no estudo das teorias de campos. Na verdade, os principais
avanços na f́ısica de part́ıculas elementares, nas últimas décadas, estão ligados
a estas teorias [62] [52].

As teorias de gauge são, ao menos do ponto de vista clássico, puramente
geométricas, resultado de uma mistura do conceito de espaço-tempo e de gru-
pos de simetria interna. Nestas geometrias podemos definir com rigor todos
os elementos da análise tensorial clássica, como vetores ou formas tensoriais.

Uma das questões que surgem naturalmente no decorrer do estudo de
determinados campos é sobre a existência de um potencial que nos permita
descreve-los. Isto se traduz, na linguagem das formas, como “é o dado campo
representado por uma forma exata ?”

Formas diferenciais fechadas dα = 0 são, ao menos localmente, bem repre-
sentadas via Lema de Poincaré como formas exatas, tal que α = dβ. Depen-
dendo do grupo de cohomologia da variedade onde se definem, estas formas
podem ser representadas globalmente via derivada exterior de outras for-
mas. Formas diferenciais covariantes fechadas também aparecem em muitas

28



situações em f́ısica. Tais formas são conhecidas como condições diferenciais
de Bianchi e qualquer expressão do tipo

Dα = 0 (3.1)

é chamada identidade de Bianchi, com Dα representando a derivada exterior
covariante (que definiremos adiante) da forma α.

As identidades de Bianchi aparecem em geral como condições geométri-
cas a que os campos de gauge - identificados na maioria das vezes com a
forma curvatura - devem obedecer. Exemplifiquemos isto com alguns casos
conhecidos da literatura. Temos:

Eletromagnetismo Clássico: O campo eletromagnético Fµν pode ser ex-
presso através da derivada exterior de um potencial vetor Aµ,

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ.

Das equações de Maxwell na ausência de fontes, dF = 0, implicando
F = dA (com F = 1

2Fµνdxµdxν e A = Aµdxµ). A identidade de Bianchi
para o campo eletromagnético pode ser escrita como

DF = ∂[µFνρ] =

= ∂µFνρ + ∂ρFµν + ∂νFρµ = 0,

onde [. . .] representa a antissimetrização com respeito aos ı́ndices entre
colchetes.

Relatividade Geral: Consideremos o tensor de Riemann Rα
βµν com relação

à derivada covariante ∇µ. A Identidade de Bianchi para Rα
βµν é:

∇[µRα
βρν] = ∇µRα

βρν + ∇νR
α
µβρ + ∇ρR

α
νµβ = 0.

Teorias Clássicas de Gauge : Seja Dµ = ∂µ + Aµ a derivada covariante
definida a partir da conexão de gauge Aµ. O campo Fµν é dado pela
curvatura

Fµν = [Dµ, Dν ] =

= ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ],
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onde Aµ = Aa
µ(x)τa, sendo x um ponto na variedade base (o espaço-

tempo, em geral) e τa os geradores de um grupo de Lie compacto semi-
simples. A identidade de Bianchi se escreve

D[µFνρ] = 0

e resulta diretamente da Identidade de Jacobi para os comutadores de
Lie [· · · , · · ·].

As soluções das Condições Diferenciais de Bianchi são de particular inter-
esse nas teorias de gauge, por estarem associadas aos problemas das cópias
de campos de Gauge [3] [4] [13] [33] [34] [35] [38] [81]. Recentemente, o es-
tudo destas soluções tem apresentado especial relevância no problema das
anomalias chirais [5] [60] [65], devido às violações de equações do tipo (3.1)
no processo de quantização de determinados campos.

O que faremos neste caṕıtulo é verificar as condições nas quais as identi-
dades diferenciais de Bianchi apresentam soluções não-curvatura. Feito isto,
mostraremos que dada uma forma conexão que admite soluções não-curva-
turas, não podemos demonstrar que esta forma realmente se encaixa nas
condições anteriormente obtidas [26]. Vejamos antes uma breve revisão das
teorias de gauge sobre espaços fibrados.

3.2 Geometria dos Campos de Gauge

Um campo é, grosso modo, uma atribuição para cada ponto x do espaço-
tempo de uma grandeza f́ısica, como por exemplo um vetor representando
a velocidade de escoamento de um dado ĺıquido, atribuição esta feita de
maneira cont́ınua. Campos de gauge são campos que são covariantes segundo
determinadas tranformações – ditas de gauge – que agem sobre estes campos.

Tendo estas idéias em mente, podemos observar que a maneira natural de
representarmos uma teoria geral de campos de gauge seria ligarmos a cada
ponto do espaço-tempo um espaço interno ou espaço de gauge; os campos,
desta maneira, seriam mapeamentos lisos que levariam pontos do espaço-
tempo a elementos do espaço interno ligado a este ponto. As tranformações
de gauge se traduziriam em cada ponto como a ação de um grupo de trans-
formações levando elementos do espaço interno sobre si mesmo.
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O instrumental matemático com o qual formalizamos todas as idéias
expostas nos parágrafos acima é conhecido como geometria diferencial e o
espaço contrúıdo atribuindo-se a cada ponto um espaço interno como espaço
fibrado.

Façamos isto de uma maneira mais rigorosa (seguindo [1] [18][27] [33] [52]
[63]).

Nossos campos são contruidos sobre uma variedade base M , 4-dimen-
sional, separável, Ck-differenciável, k > n, tipo Hausdorff (isto é, dados
x, x′ ∈ M existem abertos U, U ′ ⊂ M tal que x != x′ implica que x ∈
U , x′ ∈ U ′ e U ∩ U ′ = ∅) dotada de um tensor métrico riemanniano (ou
pseudo-riemanniano) gµν nunca degenerado. Esta variedade M é combinada
localmente com um grupo de simetria interna G, que será o gerador das
tranformações de gauge; M é o espaço-tempo.

Lembremos que um grupo de Lie G é uma variedade diferenciável dotada
de uma estrutura de grupo e tal que a operação (a, g) ∈ G × G ;→ ag−1 ∈ G
é diferenciável [51] [74]. Um grupo de Lie G é simples se e somente se os
únicos elementos que comutam com todos os outros forem sua identidade e
G. Um grupo semi-simples é a soma direta de grupos simples, isto é, dados
dois grupos de Lie simples G e G′, o grupo S = G ⊕ G′ será semi-simples.

Tendo isto em mãos, contruimos o fibrado principal P (M, G) obedecendo
às regras seguintes [18] [32] [51]:

1. Todo elemento α do grupo de Lie G induz de uma maneira natural
um mapa liso (por liso entendemos de classe Ck, 0 < k ≤ +∞) R∗

α de
P (M, G) sobre ele mesmo. Este mapa é definido como R∗

α : (p,α) ∈
P (M, G) × G → pα ∈ P (M, G) dado por

p(αβ) = (pα)β, ∀α, β ∈ G, p ∈ P (M, G)

2. O grupo G age livremente sobre P (M, G). Isto significa que pα = p
para algum p ∈ P (M, G) implica α = e, onde e representa o elemento
identidade do grupo G.

3. A cada elemento p = (x, g) ∈ P (M, G), com x ∈ M e g ∈ G defini-
mos uma projeção canônica lisa π : P (M, G) → M dada por π(p) =
π(x, g) = x ∈ M . Com isto M = P (M, G)/R∗

α.

4. O fibrado P (M, G) é localmente trivial, ou seja, para todo x ∈ M existe
um aberto U tal que x ∈ U e tal que π−1(U) é isomorfo a U × G; ou
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ainda, existe um difeomorfismo que leva os elementos p ∈ π−1(U) em
(π(p),φ(p)) ∈ U × G tal que φ(pa) = φ(p)a, ∀a ∈ G. U é chamado
domı́nio trivializante de P (M, G).

Teçamos alguns comentários sobre os itens anteriores:

• Dado um ponto x qualquer na variedade base M , a este ponto associ-
amos um conjunto π−1(x) definido consistentemente por π(π−1(x)) = x.
Por outro lado, se lembrarmos que π projeta um elemento do espaço
interno do ponto x no mesmo x, então π−1(x) pode ser visto como
este mesmo espaço interno em x. π−1(x) é chamada fibra sobre x e é
isomorfa ao grupo G, sendo ela mesma uma variedade lisa (devido ao
isomorfismo com G).

• Tranformações de gauge locais (ou de segunda espécie) podem ser vistas
neste formalismo como ações de elementos de G sobre ele mesmo no
fibrado, que vimos ser representada pelo mapeamento induzido R∗

α.

• No ı́tem 2 estabelecemos ser o grupo de Lie livre. Isto significa não
impormos nenhuma origem para as coordenadas em G, de acordo com
o prinćıpio de invariância de gauge.

• Em 3 um ponto no espaço-tempo determina unicamente um ponto no
espaço fibrado módulo tranformações de gauge.

Retornemos ao espaço fibrado P (M, G) como dado pelos itens anteriores.
Partindo-se de P (M, G) podemos construir os chamados fibrados associados
[51] [74]. Para tal, seja F uma variedade sobre a qual o grupo de Lie age
pela esquerda. Definimos a ação do grupo G pela direita sobre P (M, G)×F
como R∗

α(p, q) = (pα,α−1q), α ∈ G e (p, q) ∈ P (M, G) × F . O espaço
quotiente E(P (M, G), F ) = P (M, G)×F/R∗

α é chamado fibrado F associado
ao espaço fibrado P (M, G). Pode-se verificar que E(P (M, G), F ) é uma
variedade diferencial e que existe uma projeção canônica πE(x) induzida por
π : P (M, G) → M ; o próprio espaço fibrado P (M, G) pode ser visto como
um fibrado associado a ele mesmo, com a fibra F = G.

Uma seção de um fibrado é um mapeamento liso σ : M → E(P (M, G), F )
que atribui a cada valor de x ∈ M um elemento do fibrado E(P (M, G), F )
tal que π(σ(x)) = x. Definir uma seção num fibrado equivale a atribuir a
cada ponto da variedade base um valor espećıfico para a fibra neste ponto,
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ou seja, determinar um campo sobre M (no sentido que dissemos no ińıcio
desta seção).

Os vetores {∂µ}, µ = 1 . . . n, formam uma base local sobre M . Como as
derivadas parciais obedecem às relações de comutação

[∂µ, ∂ν ] = 0,

{∂µ} é uma base coordenada, pelo teorema de Frobenius.
Definameos a álgebra de Lie subjacente ao grupo de Lie G como a álgebra

G identificada com o espaço tangente de G no ponto e (e é o elemento iden-
tidade do grupo de Lie G) G = TeG. Se a dimensão do grupo de Lie G é m
temos dimG = m. Escolhamos um conjunto de elementos {τa}, a = 1 . . .m
que forma uma base para TeG = G. {τa} é composto dos campos vetoriais
invariantes por multiplicações pela esquerda de elementos de G dados por

L∗
ατa = τα ∀α ∈ G

onde L∗
ατa é o mapa induzido pelo mapa de G sobre ele mesmo dado por

L∗
α : G → G com R∗

αβ = αβ. {τa} não forma uma base coordenada, e
obedece as seguintes relações de comutação

[τa, τb] = Ci
abτi

onde Ci
ab são as constantes de estrutura do grupo de Lie G.

A ação de G sobre P (M, G) pela esquerda gera de uma maneira natural,
para cada elemento α ∈ G, um campo vetorial α∗ dado pela ação do subgrupo
uniparamétrico φα = etα, t ∈ R sobre o fibrado.

O fibrado P (M, G) é, localmente, o produto cartesiano de U × G, sendo
U ⊂ M , e portanto também uma variedade diferencial. Definiremos agora
sobre o fibrado tangente associado à P (M, G) um objeto fundamental para
a teoria de campos de gauge, a conexão. Seja TpP (M, G) o fibrado tangente
associado a P (M, G) no ponto p ∈ P (M, G). TP (M, G) = E(P (M, G), T ),
onde T , a fibra, é o espaço tangente à P (M, G). Definir uma conexão Γ para
nosso fibrado significa apresentar uma decomposição lisa de TpP (M, G) num
espaço vertical V e num espaço horizontal H tal que TpP (M, G) = Vp ⊕Hp.
Esta decomposição obedece a:

1. O espaço tangente TpP (M, G) se decompõe na soma direta (ou soma
de Whitney) de um subespaço vertical Vp e de um subespaço horizontal
Hp em todos os pontos p ∈ P (M, G).
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2. Vp pertence somente ao espaço tangente da fibra G no ponto p.

3. Hpα = R∗
αHp, para todo α ∈ G e todo p ∈ P (M, G).

4. Hp varia de maneira cont́ınua sobre p ∈ P (M, G).

Definida a conexão Γ, podemos decompor todo vetor X ∈ TpP (M, G)
como a soma direta de dois vetores vX e hX tal que X = vX + hX com
vX ∈ Vp e hX ∈ Hp. vX e hX são chamadas componentes vertical e
horizontal, respectivamente.

A forma conexão γ pode agora ser definida tal como segue [41] [51]
[63] [74]: seja T ∗

p P (M, G) o dual do espaço tangente TpP (M, G) no ponto
p ∈ P (M, G). T ∗

p P (M, G) é o espaço de todas as 1-formas definidas sobre
TpP (M, G). Note que estas formas, assim definidas, são valoradas sobre a
álgebra de Lie G. Construimos um subespaço V∗

p de T ∗
p P (M, G), o subespaço

de todas as formas que aniquilam os vetores horizontais, isto é, γp ∈ V∗
p

implica que γ(X) = 0 para todo X ∈ Hp. Seja agora o campo vetorial
α∗ induzido pelo elemento α da álgebra de Lie G, como definido anterior-
mente. Conforme [51], definimos a forma conexão γ ∈ V∗

p como sendo o
único elemento α ∈ G tal que (α∗)p é igual à componente vertical de X, para
todo X ∈ TpP (M, G). Uma das consequencias desta definição é que [51]
R∗
αγ = Ad(α−1)γ = αγα−1 (Ad denota a representação adjunta de G em G).

Das definições anteriores é evidente que a dimensão de V é igual à dimG,
pois V pertence somente ao espaço tangente da fibra, e G é justamente TeG.
Como dim TP (M, G) = dim TU +dim TG, com U sendo um domı́nio trivial-
izante de P (M, G) (pois localmente o fibrado pode ser visto como o produto
cartesiano de U × G), então dimH = dim M (considerando TP (M, G) =
V⊕H). Tendo isto em vista, podemos definir uma base local para TP (M, G)
como {(Dµ, ∂/∂za)}, onde z∂/∂z = τ , sendo za um sistema de coordenadas
para G. {Dµ} é, deste modo, uma base (nem sempre coordenada) para o
espaço horizontal H.

Uma vez que a forma conexão é Lie-valorada, podemos representá-la como
γ = γaτa = γa∂/∂za e obter as seguintes relações:

γa(hX) = γa(xµ
hDµ) =

= xµ
hγ

a(Dµ) = 0
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onde xµ
h é a componente horizontal de X na base {Dµ}. Com isto temos

γa(Dµ) = 0. (3.2)

De maneira análoga obtemos

γa(
∂

∂zb
) = δab. (3.3)

A única 1-forma que é uma solução não-trivial para as equações (3.2) e (3.3)
é [41]

ωa = dza + Γa
µbdxµzb. (3.4)

Os Γa
µb são conhecidos como śımbolos de Christoffel generalizados (herança

da Relatividade Geral). Constroi-se, a partir da dada conexão, a base {Dµ}
em termos das coordenadas za e xµ, usando-se a eq. (3.4), obtendo

Dµ =
∂

∂xµ
− Γa

µbz
b ∂

∂za
. (3.5)

A derivada covariante Dµ pode ser vista como uma projeção da derivada
exterior ∂µ = ∂/∂xµ sobre o espaço horizontal H.

Mostra-se que, para um fibrado principal, é posśıvel escrevermos a forma
conexão Lie-valorada como [41] [51] [63] [74]

γ = g−1dg + g−1Ag (3.6)

onde A = Aa
µ(x)τadxµ, com τa ∈ G satisfazendo as relações de comutação

[τa, τ b] = Cc
abτ

c

onde os Ca
bc são as constantes de estrutura do grupo de Lie G.

Mantendo a forma conexão em (3.6) invariante segundo transformações
que agem somente na fibra, ou seja, fazendo uma tranformação R∗

α no espaço
fibrado, com (x, g) ∈ P (M, G) ;→ (x, g′) = (x,αg) ∈ P (M, G), tal que

g−1dg + g−1Ag = (g′)−1dg′ + (g′)−1A′g′ (3.7)

A eq. (3.7) é satisfeita se
A′ = A + α−1Dα (3.8)
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Esta eq. (3.8) é conhecida como Lei de Tranformação de Gauge e a conexão
associada Aa

µ(x) é chamada potencial de gauge.
O comutador de Dµ é definido como:

[Dµ, Dν ] = F a
µντa. (3.9)

F a
µν é chamado tensor curvatura e é dado por

F a
µν = ∂µAa

ν − ∂νA
a
µ + Ca

bcA
b
µAc

ν .

Em teoria de gauge, F a
µν é chamado Campo de Gauge. Observemos que F se

tranforma “externamente” como um tensor de 2a ordem.
Aqui é importante e essencial para este trabalho ressaltarmos que tudo o

que foi exposto nesta seção, e nas que se seguem, pode ser formalizado, via
predicados de Suppes, dentro da teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel1

[21].
Agora que já descrevemos sucintamente a geometria dos campos de gauge,

vejamos alguns resultados. Aconselhamos, a quem não está familiarizado com
o que descrevemos nesta seção, a leitura de uma das inúmeras referências
sobre o assunto, como por exemplo [1] [18] [27] [33] [40] [41] [52] [63] [65].

3.3 Uma Degenerescência nas Identidades de
Bianchi

Introduzimos aqui os já conhecidos, em geometria diferencial, operadores
iX (representando o produto interno com respeito a um campo de vetores X)
e £X (a derivada de Lie com respeito ao campo vetorial X), com £X definida
por

£X(η)p = lim
t→0

(
1

t
)(φ∗

t (η)p − ηp)

onde φt é um arraste de Lie, representado pelo grupo uniparamétrico gerado
pelo campo vetorial X, e onde Yp = Y |p denota a restrição de Y a p. Em
geral

φt = etX

1A menos que digamos explicitamente o contrário, quando nos referirmos a uma for-
malização de uma dada teoria, por simplicidade entenderemos como uma formalização
dentro de ZFC; todavia alguns resultados posteriores não são necessariamente vinculados
a uma dada forma de axiomatização da teoria [21].
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t ∈ R. O arraste φt é um automorfismo sobre a variedade M .
Seja V um espaço vetorial real de dimensão finita; seja V ∗ seu dual, o

espaço de todas as formas lineares sobre os reais em V. Seja Λ(V ∗) a álgebra
exterior de V . A partir da suposição de existência de um produto interno,
podemos definir um mapeamento

〈. . . | . . .〉 : V × V ∗ → R

linear em ambos os fatores, onde R representa o conjunto dos reais. Para um
dado subespaço linear U ⊆ V definimos U0 ⊆ V ∗ como sendo o subespaço
linear de todas as formas de Λ(V ∗) que aniquilam U :

〈U |U0〉 = 0.

Um ideal I ⊆ Λ(V ∗) é um subespaço linear tal que dado um β ∈ Λ(V ∗) e
um α ∈ I temos que β ∧ α ∈ I. Um ideal é um conjunto que incorpora
novos objetos pela esquerda via produto exterior. Notemos que α ∧ β =
(−1)deg β deg αβ ∧ α e com isto o ideal incorpora também objetos pela direita
via produto exterior. Um conjunto Γ ⊂ I é um gerador para o ideal I se para
todo o elemento β de I podemos escrever β como β = α∧γ, onde α ∈ Λ(V ∗)
e γ ∈ Γ. Um ideal I é chamado homogêneo se seu gerador Γ tem como
elementos somente r-formas, isto é, se existe um r tal que Γ ⊆ Λr(V ∗). De
acordo com esta definição, I =

∑
r I∩Λr(V ∗) se e somente se I é homogêneo.

Proposição 3.1 Seja I ⊆ Λ(V ∗) um ideal homogêneo e seja U ⊂ V um
subespaço vetorial de V . Então I tem geradores em Λ(U0) se e somente se

iXα ∈ I, ∀α ∈ I,

para todo o x ∈ U .

Demonstração: Se os geradores {αa} de I pertencem a Λ(U0), então

iXαa = 0, ∀X ∈ U.

Então
iX(z ∧ αa) = (iXz) ∧ αa ∈ I,

para uma forma arbitrária z.
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Para a demonstraçcão da rećıproca, veja Sternberg [74], pag. 28. !

De agora em diante, seja M uma variedade n-dimensional real de classe
Ck, k > n; seja TM e T ∗M os fibrados tangente e cotangente, respectiva-
mente, e seja ainda Λ(M) o fibrado exterior sobre M . As definições anteriores
dadas nesta seção se extendem naturalmente para M e suas fibras. Dado um
ideal homogêneo I ⊆ Λ(M), criamos

DI = {X ∈ TM : iXα ∈ I, ∀α ∈ I} (3.10)

Para nossos propósitos, dizemos que I é não-singular se e somente se a di-
mensão de DI é constante num aberto regular A ⊆ M (A é um aberto
regular se e somente se A = (A)◦, onde A e A◦ são o fecho e o interior de A,
respectivamente).

Neste trabalho nosso resultados serão obtidos a partir das consequências
do Teorema de Frobenius. Seja D ⊆ TM um subfibrado p-dimensional,
p ≤ n. Dizemos que D é integrável se D = TN , o fibrado tangente de N ,
onde N ⊆ M é uma subvariedade imersa em M . Então:

Proposição 3.2 (Teorema de Frobenius, primeira versão) D ⊆ TM
é integrável se e somente se D é uma álgebra de Lie, isto é, se e somente se
X, Y ∈ D implica [X, Y ] ∈ D.

Demonstração: Veja Sternberg [74]. !

Formemos D0 ⊆ T ∗M , o conjunto de todas as formas diferenciais que se
anulam em D, e peguemos o ideal I(D0) gerado por D0 em Λ(M). Como
o ideal incorpora objetos da álgebra exterior, D0 sempre gera um ideal. Se
d é a derivada exterior em Λ(M), dizemos que o ideal I(D0) é um ideal
diferencial se e somente se dI(D0) ⊆ I(D0). Então,

Proposição 3.3 (Teorema de Frobenius, segunda versão) D é integrá-
vel se e somente se I(D0) é um ideal diferencial.

Demonstração: Veja [74] !

Numa carta local, se as r = n − p formas linearmente independentes
ωi ∈ D0 são os geradores do ideal, as condições diferenciais sobre o ideal são
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equivalentes á existência de 1-formas θi
j tais que

dωi = θi
j ∧ ωj, i, j = 1, . . . , r (3.11)

Corolário 3.4 D é integrável sobre uma carta local U ⊆ M se e somente se
existem funções ui

j e βj, com u = (ui
j) inverśıvel sobre U , e tais que

ωi = ui
jdβ

j (3.12)

Demonstração: Veja Flanders [43]. !

Notemos que a equação (3.11) é um tipo de condição diferencial covariante
que se anula. Agora apresentaremos e provaremos um resultado de Cartan
que extende o teorema de Frobenius a uma situação mais geral [74].

Teorema 3.5 (de Cartan) Se I ⊆ Λ(M) não-singular, homogêneo e difer-
encial, então DI é integrável.

Demonstração: Antes precisamos de um lema:

Lema 3.6 Se α ∈ Λ(M), então:

i[X,Y ]α = d([iX , iY ]α) + iXdiY α− iY diXα. (3.13)

Demonstração: Temos

i[X,Y ]α = i£XY α = £XiY α− iY £Xα

e também
£Xα = diXα + iXdα.

Então
i[X,Y ]α = d([iX , iY ]α) + iXdiY α− iY diXα.

!.

Voltando à prova do teorema, notemos que DI é um espaço linear (como
consequência da linearidade de iX). Sejam agora X1, . . . , Xp geradores de
DI . Então, da definição de DI , iXk

I ⊂ I, k = 1, . . . , p. Para α ∈ I,

i[Xi,Xj ]α = d([iXi , iXj ]α) + iXidiXjα− iXjdiXiα.
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Claramente o produto de Lie [Xi, Xj ] ∈ DI , posto que cada termo em sepa-
rado na soma acima pertence a DI . Tendo isto mais as proposições anteriores
fica completa a prova. !

Seja agora G ⊆ Λr(M), r fixo, um conjunto de geradores para I(G) e
sejam as r-formas ωi, i = 1, . . . , p gerando G. Então,

Lema 3.7 O ideal não-singular homogêneo I(G) é diferencial se e somente
se existem 1-formas diferenciáveis θi

j tais que

dωi = θi
j ∧ ωj. (3.14)

Demonstração: Suficiência: Para α ∈ Λ(M), escrevamos ξ = α ∧ ωi. Então

dξ = dα ∧ ωi + (−1)deg αα ∧ dωi.

Como temos, por hipótese,
dω = θ ∧ ω,

obtemos
dξ = dα ∧ ωi + (−1)deg αα ∧ θi

j ∧ ωj ∈ I.

Para mostrarmos a nescessidade, como dI ⊂ I, dado ξ = α ∧ ωi, dξ =
dα∧ωi +(−1)deg αα∧dωi. Como dξ ∈ I, nescessariamente α∧dωi ∈ I. Aqui
temos duas alternativas: ou α ∈ I ou α !∈ I. Se α ∈ I, dξ ∈ I trivialmente.
Se não dωi ∈ I. Então dωi tem que ser uma combinação linear dos produtos
de 1-formas com os geradores do ideal, isto é,

dωi = θi
j ∧ ωi.

!

3.4 Soluções Não-Curvatura para as Identi-
dades Diferenciais de Bianchi

Apresentamos o seguinte quadro geométrico para nosso problema: seja
M uma variedade diferenciável real de dimensão n, com uma estrutura difer-
enciável de classe Ck, k > n. M será nossa variedade base. Seja G um
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grupo de Lie semi-simples de dimensão finita. Formamos o fibrado principal
P (M, G), com G sendo a fibra e o grupo que age sobre os elementos da fi-
bra ao mesmo tempo (conforme seção 3.2). Iremos supor também, além de
P (M, G), vários fibrados associados sobre M . Dotamos P (M, G) com uma
conexão; isto significa que definimos uma decomposição Ck do fibrado tan-
gente de P (M, G), TP , dividindo-o num espaço horizontal H e num espaço
vertical V, tal que TP = V⊕H. A forma conexão γ é definida de tal maneira
que aniquile o espaço horizontal, γ(H) = 0.

Consideraremos formas tensoriais sobre P (M, G) (i.e., formas que aniquilam
componentes em V). No nosso, caso uma forma tensorial G-valorada sobre
M , onde G é a álgebra de Lie correspondente ao grupo G, é uma r-forma α
sobre P (M, G), r ≤ n, com valores em G, e tal que dados quaisquer campos
vetoriais X, Y, Z, . . . sobre o fibrado,

α(X, Y, Z, . . .) = α(hX, hY, hZ, . . .), (3.15)

onde hX denota a componente de X com relação ao espaço horizontal H.
Temos o seguinte: uma condição diferencial de Bianchi sobre uma r-forma

α é dada por
dα(hX, hY, . . .) = 0, (3.16)

onde d é a derivada exterior sobre P (M, G). Note que esta definição está
perfeitamente de acordo com o que anteriormente chamamos identidade de
Bianchi, pois a derivada covariante exterior é definida como a projeção da
derivada exterior no espaço horizontal, uma vez definida a conexão. O que
procuramos são soluções não curvatura para (3.16). Dada uma base τa

para a álgebra de Lie G, qualquer forma G-valorada pode ser escrita como
α(X, . . .) = αa(X, . . .)τa, e a condição (3.16) se torna

dαa = −γa
b ∧ αb. (3.17)

Nossa principal questão pode agora ser formulada como se segue:

1. Existem formas conexões γ tal que podemos encontrar pelo menos uma
forma tensorial α que não pode ser obtida das formas curvatura de γ so-
bre P (M, G) e que, contudo, ainda satisfazem às condições diferenciais
tipo Bianchi para γ, como a expressa em (3.17) ?

2. Se existem tais formas, quais propriedades caracterizam estes γ’s e α’s ?
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Como

Ω(X, Y ) = dγ(X, Y ) +
1

2
[γ(X), γ(Y )], (3.18)

temos que Ω satisfaz trivialmente a identidade de Bianchi

DΩ = 0.

Assim, se α for obtido de combinações lineares de Ω, então α deve obedecer
a (3.17). Por exemplo: coloquemos

α = Ω ∧ Ω.

Temos
Dα = DΩ ∧ +(−1)deg ΩΩ ∧ DΩ,

e ainda α != Ω. Este exemplo nos impele a definir um conjunto cujos objetos,
por contrução derivados de Ω, obedeçam a (3.17).

Seja M o espaço de todas as forma cuvaturas sobre P (M, G) e α(−) um
funcional linear definido sobre M com valores no espaço das formas tensoriais
G-valoradas sobre o espaço fibrado. O operador derivada exterior covariante
com respeito à forma conexão γ é denotado D(γ).

Definição 3.8 Dizemos que α(Ω) é dependente da curvatura se e somente
se Ω ∈ M implica identicamente que D(γ)α(Ω) ≡ 0.

Seja Ω(γ) uma forma curvatura sobre P (M, G), derivada da forma conexão
γ, e seja B(Ω) a álgebra linear sobre R gerado por Ω e suas contrações, pro-
dutos, produtos de Lie e equivalentes. Seja K(Ω) ⊂ B(Ω) a restrição de B à
algebra linear das das formas tensoriais G-valoradas sobre P (M, G). Então,
um elemento arbitrário α de K é dado por algum funcional linear α(Ω).
Façamos K0 = {α ∈ K : D(γ)α = 0}. Seja γ′ uma outra forma conexão so-
bre P (M, G), e seja Ω′ a forma curvatura correspondente. Em geral, mesmo
se D(γ)α(Ω), podemos ter D(γ′)α(Ω′). Contudo, existirão alguns funcionais
α tal que a derivada exterior covariante Dα ≡ 0, para qualquer γ e Ω. Es-
crevamos

A(Ω) = {α ∈ K0(Ω) : D(γ′)α(Ω′) ≡ 0, qualquer γ′}.

Mostra-se que A(Ω) = {kΩ : k ∈ R}.
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Definição 3.9 Um forma G-valorada α sobre P (M, G) é não-trivial se e
somente se α != 0 e α é independente da curvatura.

Responderemos agora às duas questões anteriores simultâneamente.
Suponhamos a existência de uma r-forma tensorial α sobre o fibrado

P (M, G) dotado de uma forma conexão γ tal que

h(dα(X, Y, . . .)) = 0 (3.19)

sobre um domı́nio aberto trivializante π−1(U) = U ×G ⊂ P (M, G), U ⊂ M .
Seja I(α) o ideal em Λ(P ) gerado pelos αa. Suponhamos ainda que o grupo
fibrado coincide com o grupo de holonomia da conexão de Ambrose-Singer,
gerado pela forma curvatura Ω associada a γ [51].

Lema 3.10 Se existem tais αa, então I(α) é um ideal diferencial não-singular
homogêneo em Λ(P ).

Demonstração : Imediata, como consequência da eq. (3.17) junto com o
Lema 3.7. !

Lema 3.11 Se existem tais αa, então para I(α), V ⊆ DI.

Demonstração: Se β é uma forma qualquer sobre P (M, G), dado um gerador
αa para I(α), se X é um vetor vertical sobre P (M, G), isto é, hX = 0, temos

iX(β ∧ αa) = iXβ ∧ αa + (−1)deg ββ ∧ iXαa.

Como, por definição αa(hX, hY, . . .)τa = αa(X, Y, . . .)τa temos

iX(β ∧ αa) = iXβ ∧ αa

para hX = 0. Isto implica, junto com a construção de DI , que qualquer
vetor vertical X pertence a DI , o que completa a demonstração. !

Observemos que o lema anterior pode naturalmente ser estendido para
αa = 0, o que nos mostra que um DI construido da maneira dada anterior-
mente sempre conteria ao menos o espaço vertical V.

Lembremos agora que a forma conexão γ divide o fibrado em dois espa-
ços: o espaço horizontal H e o vertical V, tal que localmente TP = V ⊕H.
Como V ⊆ DI , é imediato que DI = V ⊕K, onde K ⊆ H, K = DI − V.
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Definição 3.12 I(α) é trivial se e somente se K = 0. I(α) é não-trivial se
e somente se K != 0.

Podemos provar agora que existem I(α) não triviais, e relacioná-los com
nossos objetivos:

Proposição 3.13 As seguintes condições são equivalentes:

1. I(α) é não-trivial.

2. K é horizontal, integrável e γ restrito à variedade integral de K é plana.

3. Existe uma r-forma tensorial G-valorados α sobre P (M, G) que é não-
trivial não relacionada à curvatura que satisfaz as identidades diferen-
ciais de Bianchi com respeito a γ.

Demonstração: Que 3 implica 1 é imediato. Mostraremos que 1 → 2 → 3.
(1 → 2) Suponhamos que K seja diferente de zero. Por definição, K é

horizontal. Se I(α) é um ideal diferencial, homogêneo e não-singular, então
K é integrável, como resultado do Teorema de Frobenius. Seja K sua sub-
variedade integral em P (M, G). Então, a restrição de γ a K, denotada γK ,
é uma conexão parcial plana [50].

(2 → 3)Suponhamos que, por hipótese, γK seja plana. Suponhamos ainda
que estejamos sobre um domı́nio aberto trivializante de P (M, G). Podemos
escrever, via Teorema de Frobenius, para uma dada base da Álgebra de Lie
e para 1-formas θa que determinam K

dθa = −γa
b ∧ θb. (3.20)

Como γK é plana, existe uma tranformação de gauge que leva γK em 0 e os θa

em θ
b
= gb

aθ
a tal que temos dθ

b
= 0. Chamamos este gauge de gauge zero para

γK . Seja Λ(θ) a álgebra exterior gerada pelos θ
b
. Devido à linearidade da

álgebra, no gauge zero se η ∈ Λ(θ), então dη = 0. Então, se αa ∈ Λ(θ) for um
conjunto de r-formas, r < dim(K), homogêneas linearmente independentes,
temos, no gauge zero, dα = 0.

Voltando ao gauge original da equação (3.20), temos:

dαa = −γa
b ∧ αb.
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O que completa a demonstração.!

Com isto respondemos positivamente à questão 1 apresentada anterior-
mente: existem soluções não-curvatura de grau arbitrário para as Condições
Diferenciais de Bianchi exatamente quando I(α) é não trivial, ou quando a
conexão γ se divide em γ = γ1 ⊕ γ0, onde γ0 é uma forma conexão parcial
plana que determina um K integrável, no sentido de Kamber e Toundeur
[50].

Para respondermos à segunda questão, consideremos o seguinte: Se α é
uma 1-forma tensorial, o espaço gerado pelos αa aniquila V ⊕H. Contudo,
a Proposição 3.13 nos permite afirmar que, num domı́nio trivializante U de
P (M, G), existe uma tranformação de gauge que leva cada αa numa forma
exata, isto é, existe, ao menos neste domı́nio, um mapeamento de gauge
g : P (M, G)|U −→ P (M, G)|U tal que

dβ = g−1αg, β uma função (3.21)

onde g = (ga
b ) na representação adjunta.

O mesmo se aplica a r-formas, r > 1, que satisfazem a eq. (3.16). Todas
elas serão expressas como formas (localmente) exatas G-valoradas no mesmo
gauge, que é aquele no qual a parte plana da conexão vai para zero.

Isto pode ser enfatizado no

Corolário 3.14 Se I(α) é não-trivial, então existe um gauge onde, ao menos
localmente, podemos escrever αa = dβa, para todos os ı́ndices a.

podendo ser complementado por

Corolário 3.15 Se I(α) é trivial, então I(α) = I(Ω).

Neste ponto, vejamos um resultado de indecidibilidade.

3.5 Uma Questão Indecid́ıvel sobre a Geome-
tria dos Campos de Gauge

Nas duas seções anteriores mostramos que, dadas algumas condições bem
definidas sobre a forma conexão, existem r-formas Lie-valoradas não trivi-
ais sobre o fibrado que satisfazem as identidades de Bianchi com repeito à
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conexão γ. Uma questão que podemos nos colocar é: dada a forma conexão,
podemos saber se ela obedece ou não estas condições ? De outra maneira:
dada uma propriedade sobre um determindado campo de gauge, podemos
determinar se um dado campo espećıfico a satisfaz ? A resposta a estas
perguntas é não, como mostraremos a seguir.

Proposição 3.16 Se ZFC é aritmeticamente consistente então:

1. Dado um fibrado principal P (M, G), existe uma forma conexão γ para
a qual é verdadeiro, num dado modelo M de ZFC (onde M contém o
modelo standard N), que o ideal associado I(α) é trivial, mas isto não
pode ser demonstrado dos axiomas de ZFC.

2. Dado um fibrado principal P (M, G), existe uma forma conexão λ para
a qual é verdadeiro, num dado modelo M de ZFC (onde M contém o
modelo standard N), que o ideal associado I(α) é não-trivial, mas isto
não pode ser demonstrado dos axiomas de ZFC.

3. Existe uma famı́lia enumerável de de formas conexão γm, m ∈ N (N
representando os naturais), tal que, para um m qualquer, não existe
nenhum algoŕıtmo que possa decidir se o ideal correspondente Im(α) é
trivial ou não.

Demonstração: O nosso resultado vem do Teorema de Richardson, apresen-
tado na seção 2.3, em conjunto com os seguintes lemas:

Lema 3.17 Se ZFC é aritmeticamente consistente, então podemos explicita
e algoritmicamente construir a expressão para uma função θm(x) ∈ Q tal
que:

1. Para todo o real x, θm(x) = 0 se e somente se não existem reais y tal
que Bm(y) > 0

2. Para todo o real x, θm(x) = 1 se e somente se existe um real y tal que
Bm(y) > 0

onde Bm(y) é o mesmo da seção 2.3

Demonstração: Veja Seção 2.3 !
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Lema 3.18 Se ZFC é aritmeticamente consistente, então não existe nenhum
algoritmo geral que decide, para um m arbitrário e para um conjunto dado
ζm(x) ∈ B1, se

ζm(x) = θm(x)

para todos os reais x.

Demonstração: Fazendo-se

ζm = θm + Bm

!

Voltando à proposição. Seja U ⊂ M um domı́nio trivializante do fibrado
P (M, G) tal que U × G seja uma trivialização local. Fixemos para esta
trivialização um sistema de coordenadas local, e seja ainda γ0 neste sistema
a forma conexão tal que o ideal I(α) é trivial e λ0 a forma conexão tal que
I(α) é não trivial. Formemos localmente as formas

γ = (1 − B(x1))γ0 + B(x1)λ0

λ = B(x1)γ0 + (1 − B(x1))λ0

onde x1 é uma das componentes das coordenadas locais sobre M , e onde
B(x) é a função definida na seção 2.3. Das equações acima, podemos ver que
γ satisfaz o item 1 e λ o 2, uma vez que B(x) = 0 mas que em ZFC não
podemos demonstrar isto.

Definamos agora
γm = (1 − θm)γ0 + θmλ0

e o item 3 resulta como consequência do lema 3.18.
æ

47



Chapter 4

Indecidibilidade na
Relatividade Geral

4.1 Introdução

No caṕıtulo precedente, obtivemos um resultado de indecidibilidade face aos
axiomas de ZFC na teoria dos campos clássicos de gauge. Percorrendo a
idéia de que proposições indecid́ıveis estão por todo o lado, vejamos aqui um
exemplo na Relatividade Geral.

Em trabalhos anteriores, mostramos que a existência de espaços-tempo
genéricos estava ligada à compacticidade das variedades em questão: não
existem variedades compactas genéricas, mas existem variedade não com-
pactas genéricas [6] [25]. Dando sequência a estes trabalhos, discutiremos
uma posśıvel interpretação para variedades genéricas como objetos aleatórios.

Neste Caṕıtulo, nosso principal interesse se assenta no comportamen-
tos das 4-variedade diferenciáveis M que admitem uma estrutura espaço-
temporal 〈M, g〉 (g é um tensor métrico de Riemann, nunca degenerado). Es-
tas variedades serão soluções particulares das equações de Einstein com deter-
minadas distribuições de matéria. Para tal, seja TM o fibrado tangente de M .
A imposição de um tensor métrico é feita especificando-se um mergulho par-
ticular de P (M, O(3, 1)) ⊂ P (M, GL(4, R)) em
P (M, GL(4, R)), sendo O(3, 1) o grupo de Lorentz e GL(4, R) o grupo de
tranformações lineares reais de dimensão 4. TM será um fibrado associ-
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ado à P (M, O(3, 1)) [41]. A formalização da Relatividade Geral na teoria
de Zermelo-Fraenkel, com a ultilização dos Predicados de Suppes pode ser
encontrada em [6] [21] [25].

4.2 Genericidade, Aleatoridade e uma Ques-
tão Indecid́ıvel

Suponhamos dada uma formalização para a Relatividade Geral numa
teoria como, por exemplo, ZFC. Nesta teoria, podemos nos questionar sobre
a propriedade do conjunto S de todos os espaços-tempo, definido como um
subconjunto de P(r9), S ⊂ PR9, dos mergulhos de variedade 4-dimensionais
contidas difeomorficamente em R9 [56] [25].

É bem conhecido que existe um mergulho liso que leva uma variedade
riemanniana qualquer de dimensão n em R2n+1 [15] [55]. Como resultado,
é sempre posśıvel mergulhar um elemento qualquer de S em R9 (isto pode
ser refinado para que o mergulho seja feito em R8, conforme [15], mas para
nossos propósitos isto será irrelevante). Entretanto, apesar da existência
deste mergulho, não nos surge nenhuma estrutura topológica induzida para S
que seja “espontânea”. Isto se reflete pela dificuldade que temos em imaginar
quando uma sequn̂cia de espaços-tempo é cont́ınua, isto é, “aproximar” um
dado espaço-tempo por uma sequência cont́ınua de espaços-tempo.

Apesar destas dificuldades, podemos dotar S de diversas topologias difer-
entes que são bastante razoáveis. Descreveremos neste caṕıtulo uma estru-
tura topológica simples para o conjunto das 4-variedades reais lisas e não-
compactas. Esta estrutura servirá como topologia para S, uma vez que
excluiremos do conjunto de espaços-tempo as variedades compactas. Var-
iedades compactas podem ser exclúıdas de S, uma vez que o conjunto de tais
variedades tem cardinalidade ℵ0 e o conjunto das variedades não-compactas
tem cardinalidade 2ℵ0 [25]. Com isto, a probabilidade informal de ser nosso
universo compacto parece inclusive ser nula.

4.3 Uma Topologia para S
Começaremos esta seção enunciando o seguinte:
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Proposição 4.1 ZFC 4 “Se M é uma variedade real lisa de dimensão n,
então M é triangulizável”.

Demonstração: Veja [14] [79]. !

Como dissemos, o foco de nosso interesse são os espaços de dimensão 4
que podem ser espaços-tempo. Necessitamos nesse caso da Proposição:

Proposição 4.2 ZFC 4 “Se M é uma variedade topológica não-compacta
real de dimensão 4, então M é alisável, isto é, pode ser dado um mapa liso
que é compat́ıvel com a estrutura topológica da variedade.”

Demonstração: Veja [64]. !

Corolário 4.3 “ZFC 4 Se M é um complexo simplicial com uma estrutura
de variedade topológica 4-dimensional real, então M é alisável.”

Demonstração: Imediata, a partir da Proposição 4.2. !

Além deste resultados, necessitamos de algumas propriedades adicionais
no que se refere aos atlas da nossa variedade. Seja A = {(Bi,ϕi)} um atlas
para a variedade M onde os domı́nios das coordenadas locais são {Bi : i ∈
ω0}, com

⋃
i∈ω0

Bi = M . As propriedades exigidas para as cartas e seus
domı́nios são:

[i ] Os domı́nios Bi das coordenadas ϕi, i ∈ ω0, pertencentes ao atlas da
variedade n-dimensional M devem ser difeomorfos a uma bola aberta
n-dimensional.

[ii ] O atlas satisfaz a propriedade de interseção finita, ou seja, dado um
domı́nio Bk da coordenada ϕk existirá no máximo um número finito de
coordenadas ϕi tal que Bk ∩ Bi != ∅, k != i.

[iii ] Bi !⊆ Bj , para todo i, j ∈ ω0 tal que i != j.

onde entendemos por“ bola aberta n-dimensional” um aberto que é diffeo-
morfo a Rn com sua estrutura diferenciável usual.
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Estas condições impõem que qualquer variedade real n-dimensional lisa
seja obtida a partir de duas sequências enumeráveis (ou até mesmo finitas)
de mapas

ϕ1 : B1 → Rn, . . . ,ϕi : Bi → Rn, . . . (4.1)

. . .ϕij : ϕj(Bi ∩ Bj) → ϕi(Bi ∩ Bj) . . . (4.2)

onde ϕij = ϕi ◦ ϕ−1
j |ϕj(Bi ∩ Bj), pois um atlas determina completamente a

variedade em questão.
Abreviemos

Bi ∩ Bj ∩ · · · ∩ Bk = Bij...k (4.3)

Com isto

Definição 4.4 Se M é uma variedade real lisa de dimensão n, então a cober-
tura {Bi} é chamada boa cobertura se e somente se todos os Bij...k são difeo-
morfos a bolas abertas n-dimensionais

e podemos formular a seguinte Proposição, com M dado como anteriormente:

Proposição 4.5 ZFC 4 “M tem uma boa cobertura, homomorfa às estrelas
abertas numa triangulação de M , que satisfaz as condições [i]–[iii]”.

Demonstração: A demonstração encontra-se em [11]. Em [11] mostra-se
também que, dada uma cobertura que satisfaz às condições [ii] e [iii], sempre
podemos refiná-la para uma boa cobertura.!

Como dissemos, o conjunto de todas as variedades não-compactas tem
a cardinalidade do cont́ınuo. Isto significa que existe um mapa ι que leva
elementos de S em (ω0)ω0, o que equivale a dizer que podemos associar a
cada elemento de S uma sequência infinita de inteiros. Desejamos obter
explicitamente um tal mapeamento. Com isto em mente, consideremos o
conjunto C, o conjunto de todos os conjuntos posśıveis {Bij...k}.

Lema 4.6 ZFC 4 “Existe um mapeamento biuńıvoco e sobrejetor λ : C → ω0

que é computável.”

Demonstração: Formemos uma enumeração efetiva para os elementos de C,
da maneira seguinte:
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• Para qualquer Bij...k ∈ C temos i < j < . . . < k.

• Bij...k é ordenado pelas regras:

1. Primeiro ordenamos pela ordem crescente da soma s dos ı́ndices,
s = i + j + · · · + k;

2. Dado um valor s0 para a soma, ordenamos “alfabeticamente” a
coleção finita de conjuntos Bij...k tais que i + j + · · ·k = s0.

Esta ordenação nos resulta em algo como:

C = {B01, B02, B03, B12, B04, B13, B013, . . .}

que é o desejado. !

Seja Fin(C) o conjunto de todos os subconjuntos finitos de C.

Corolário 4.7 ZFC 4 “λ induz um mapa λ∗ : Fin(C) → ω0 que é biuńıvoco
e computável.”

Demonstração: Imediata, como escólio da demonstração anterior. !

Indicaremos (ω0)C a codificação de todos os subconjuntos finitos de C
sobre os naturais, como dada. Para um Ci ⊂ C, uma codificação efetiva (ie.,
computável) também pode ser encontrada, como consequência da original, e
será denotada (ω0)Ci .

Construamos uma mapa biuńıvoco e sobrejetor de S sobre (ω0)ω0 seguindo
as seguintes etapas, feitas de uma maneira recursiva:

1. Seja B = {Bi : i ∈ ω0} uma boa cobertura. Mapeamos todos os
domı́nios de coordenadas Bi biuńıvoca e sobrejetivamente sobre ω0.
(ω0)B denotará tal codificação.

2. Selecionemos um subconjunto contável K = {ϕi : i ∈ ω0}, denso no
espaço de todos os difeomorfismos de Bi sobre R4, e formemos Kω0 .
Então uma coordenação para a cobertura B é um par ordenado 〈B,ϕ〉,
ϕ ∈ Kω0 , dado pelas sequências 〈n,ϕ(n)〉, n ∈ (ω0)B.
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3. Agora descrevamos a boa cobertura através de seus elementos em C.
Comecemos com B0. B0 intersecta um número finito de elementos na
boa cobertura B, isto é, intersecta um conjunto finito C0 ⊂ C, onde
todos os elementos de C0 são da forma B0ijk...l. Como C0 é um conjunto
finito, de posse da codificação para (ω0)C0 , onde C0 = {. . . B0ijk...m . . .},
determinamos um inteiro positivo n0. Feito isto definimos FM(0) = n0.

4. Feito isto, escolhamos o menor ı́ndice depois de 0 em B0ijk..., digamos
j, e coloquemos j = 1. Renumeramos tudo de novo, de acordo com a
codificação anterior, e seguimos para a etapa posterior, com o novo B1.

5. Suponhamos dadas as contruções para todos os Bi, i < k, e que estamos
entrando neste momento na k-ésima etapa. Excluimos de C todos os
conjunto que já foram ultilizados em etapas anteriores e que já não
são mais necessários, obtendo Ck e sua respectiva codificação (ω0)Ck

.
Escolhemos, como no ı́tem 3, a parte da boa cobertura que tem ı́ndice
k e obtemos o correspondente nk. Definimos FM(k) = nk. Escolhemos
então o menor ı́ndice em Bkij..., digamos i, e renumeramos tudo de novo
com i = k + 1. Feito isto seguimos para uma nova etapa.

Notemos que associamos um mapa de cada cobertura para uma dada
variedade M sobre ω0. Como no ı́tem 2 selecionamos somente subconjutos
densos K, é imediato que duas variedades M que diferem por um conjunto
magro tem o mesmo mapa que mencionamos. Construamos o conjunto M
de elementos de S módulo conjuntos de primeira classe (magros) em S. Com
isto, como qualquer F ∈ (ω0)ω0 será associado a uma boa cobertura para
uma variedade em M, ou seja, para cada F ∈ (ω0)ω0 temos associado um
FM dado pela construção anterior, onde cada elemento de M é denotado por
uma única sequência 〈FM(n),ϕ(n)〉, é fácil obter o mapeamento biuńıvoco e
sobrejetor desejado ι : M → (ω0)ω0 .

Demonstramos o:

Proposição 4.8 ZFC 4 “Existe um mapeamento sobrejetivo e biuńıvoco ι :
M → (ω0)ω0.”

Corolário 4.9 ZFC 4 “Existe uma correspondência biuńıvoca e sobrejetora
κ : Ir → M”, onde Ir é o conjunto de todos os irracionais, Ir ⊂ R.
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Demonstração: Veja [48].!

Corolário 4.10 ZFC 4 “Existe uma correspondência biuńıvoca ρ : B · Ir →
M”, onde B · Ir ⊂ [0, 1] ⊂ R denota o conjunto dos binários irracionais.

Demonstração: Seguindo a linha do Corolário anterior, uma vez que binários
irracionais podem ser vistos como expansões binárias de reais contidos em
[0, 1] que não terminam numa sucessão infinita de zeros ou uns. !

Estes corolários nos permitem que definamos uma topologia para M.

Definição 4.11 A topologia de M é a topologia induzida (ou co-induzida)
de ι, κ ou ρ, como dados anteriormente.

Da definição 4.11 obtemos que M é um espaço métrico completo e separável,
isto é, um Espaço Polonês [76]. Mais ainda: M é completamente desconexo.

Obtida uma topologia para M, vejamos algumas propriedades deste es-
paço.

4.4 Computabilidade, Aleatoriedade e Inde-
cidibilidade em M

Primeiro comecemos dizendo o que entendemos por um espaço-tempo com-
putável:

Definição 4.12 M ∈ M é computável se e somente se FM é computável.

o que resulta na

Proposição 4.13 ZFC 4 “O mapa ι leva objetos computáveis sobre objetos
computáveis”.

Demonstração: Imediata, a partir da construção de ι. !

Nosso interesse é comparar aleatoriedade com genericidade (no sentido
da teoria dos conjutos [8] [19] [54]). Necessitamos então de uma definição
adequada, para nossos propósitos, de aleatoriedade. Usaremos o conceito de
aleatoridade estabelecido por Kolmogorov e Chaitin, que pode-se demonstrar
ser equivalente à definição de aleatoriedade de Martin-Löf [16].
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Definição 4.14 M ∈ M é K[olmogorov]C[haintin]-randômico se e somente
se M = ρ(σ) e σ ∈ B · Ir é uma sequência binária infinita KC-randômica.

Para uma caracterização do que vem a ser uma sequência KC-randômica
veja o artigo de Chaitin [16].

De 4.14 obtemos:

Proposição 4.15 ZFC 4 “O conjunto de todos os espaços-tempo KC-randômicos
de M é de medida 1 (tem por complemento um conjunto de medida zero) na
medida induzida”.

Demonstração: Imediata, através do homomorfismo ρ. !

Intuitivamente, “aleatoridade” e “genericidade” são conceitos que devem
estar intimamente ligados, se lembrarmos que genericidade é o conceito com-
plementar a construtibilidade (no sentido de Gödel [56]) e que elementos
construt́ıveis são justamente aqueles que obtemos de uma maneira “deter-
mińıstica”. Esta intuição é corroborada pelos modelos booleanos de Scott-
Solovay [72], que originalmente eram constrúıdos sobre funções aleatórias e
álgebras de Borel. Imediatamente segue-se a questão: podemos relacionar
formalmente “aleatoriade” e “genericidade” ? A resposta a isto será dada
na Proposição 4.17. Entretanto, antes de enunciarmos o resultado principal
deste caṕıtulo, estabeleçamos uma relação de equivaência entre diferentes
elementos de M.

Seja M um elemento de M. Como já asseveramos, toda a variedade difer-
enciável lisa M de dimensão 4 pode ser mergulhada num espaço euclideano
R9. Desejamos identificar espaços-tempo que diferem apenas pela ação de
um grupo de difeomorfismos, e que portanto são “indistingúıveis” do ponto
de vista da f́ısica. Isto é feito considerando o grupo de difeomorfismos D de
R9; fazemos com que este grupo atue sobre o mergulho de M e colapsamos
seus elementos pela ação do grupo. De outra maneira, obtemos o espaço
quociente M/D.

Definição 4.16 N = M/D é o conjunto dos espaços-tempo fisicamente dis-
tintos.

Se dotamos N de uma topologia projetada de M, então N = M/D
também é um espaço polonês, e a sequência de espaços KC-randômicos em
M é novamente mapeada sobre um conjunto de medida 1.

Neste ponto podemos estabelecer o resultado principal deste caṕıtulo:
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Proposição 4.17 A sentença “O conjunto dos espaços-tempo fisicamente
distintos e KC-randômicos é igual ao conjunto dos espaços-tempo genéricos
fisicamente distintos módulo um conjunto de medida zero” é indecid́ıvel em
ZFC, supondo-se ZFC consistente.

Demonstração: Primeiro exibimos um modelo no qual ψ (ψ representa a
sentença entre aspas na Proposição acima) é verdade para depois exibirmos
um modelo no qual ¬ψ é verdade. Para isto precisamos do Lema:

Lema 4.18 V = L |= ¬ψ

Demonstração: Imediata, uma vez que

V = L |= “O conjunto de todos os objetos genéricos é vazio”.

!

Para um modelo em que valha ψ consideremos o seguinte: seja L o uni-
verso construt́ıvel de Gödel, e LB sua extensão booleana tal que LB |= “ZFC
+ 2ℵ0 > ℵ1 + Axioma de Martin” [54]. Com |X| denotando a cardinalidade
do conjunto X, é sabido que

Proposição 4.19 LB |= “Se X é um espaço polonês e se U ⊂ X é tal que
|U | < 2ℵ0, então U é um conjunto magro em X”.

Demonstração: Veja Kunen [54].!

e também

Lema 4.20 LB |= “|M̂| = ℵ1̂”

Demonstração: Resulta da conservação da cardinalidade [8] [25].!

Lema 4.21 LB |= “O conjunto de todos os espaços-tempo fisicamente dis-
tintos M− M̂ é de medida 0 em M”.

56



Demonstração: Segue de imediato dos Lemas 4.20 e 4.19, pois subtráımos de
um conjunto de medida 1 um conjunto de medida 0.!

Como M obedece à propriedade da interseção finita, M forma um filtro,
e com isto

Proposição 4.22 LB |= “O conjunto dos espaços-tempo fisicamente distin-
tos KC-randômicos é igual ao conjunto dos espaços-tempo genéricos fisica-
mente distintos módulo um conjunto de medida 0”.

Demonstração: Imediata, indo-se para o espaço quociente com a topologia
descrita anteriormente, em virtude dos lemas. !

Acabamos de deduzir que não podemos demonstrar usando-se os axiomas
de ZFC que os conjuntos genéricos são iguais aos conjuntos KC-randômicos
(módulo algum outro conjunto irrelevante). De uma maneira geral, estes os
conjuntos KC-randômicos e os conjunto genéricos não coincidem. Isto pode
ser enfatizado lembrando que existem sequências construt́ıveis (no sentido de
Gödel) nos B·Ir ∈ LB e que, se u ∈ B · Ir ∈ LB é uma sequência genérico,
podemos facilmente obter uma outra sequência f(u) que não satisfaz à Lei
dos Grandes Números, e que ainda assim não será contrut́ıvel.

O que nos resta perguntar é se os dois conjuntos podem coincidir módulo
um conjunto irrelevante menor que o conjunto de medida 0 da Proposição
4.17. Para que possamos entender melhor isto, consideremos os argumento
seguintes.

Suponhamos que acreditemos existir uma classe não contável própria V
|= ZFC. Usamos o Teorema de Löwenheim-Skolem [19] [54] para passarmos
de V para um modelo contável M, que posteriormente restringiremos para
o universo contável construt́ıvel L. Tudo isto pode ser feito transitivo pelo
colapso de Mostowski [54]. Então temos que todos os binários (B·Ir)L ⊂
B·Ir ∈ V, devido à transitividade. Quando fazemos uma extensão por forcing
L(g), nescessitamos de um filtro genérico g, que no nosso caso pode ser obtido
de 2ω0 . Como g é genérico, g !∈ L, e sim g ∈ (B·Ir−(B·Ir)L). Pode-se mostrar
que o conjunto (com respeito a V) de todos os g genéricos assim obtidos é
residual e tem medida 1 em B·Ir. Além do mais, este conjunto não coincide
com o conjunto de todas as sequências binárias KC-randômicas em B·Ir,
uma vez que existem sequências KC-randômicas que não são genéricas, na
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construção usual de g, e que existem filtros genéricos que não são randômicos
(violam, digamos, a Lei dos Grandes Números) [39] [42] [48].æ
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Chapter 5

Conclusões

No Caṕıtulo 3 resolvemos dois problemas diferentes. O primeiro é uma
questão geométrica sobre os campos de gauge, e pode ser formulada como
segue: quais as condições de existência para soluções não-curvatura da Iden-
tidade de Bianchi ? Como resposta, obtivemos que tais soluções existem se
a forma conexão tem uma parte flat. Isto é equivalente à existência de uma
distribuição integrável não-trivial no fibrado horizontal sobre P (M, G) [50].
Tais conexões existem e podem ser escrita explicitamente, se necessário for
[35] [38].

A segunda questão tem uma resposta diferente. Suponhamos que nos
seja apresentado um campo de gauge qualquer, representado por uma forma
conexão escrita em termos de funções subelementares. Uma pergunta imedi-
ata que surge, em virtude da resposta anterior, é: dada esta forma conexão,
podemos determinar se ela satisfaz as condições estabelecidas na Proposição
3.16 ? Não, ao menos algoritmicamente.

No Caṕıtulo 4 sugerimos que, intuitivamente, objetos genéricos deveriam
se assemelhar a objetos aleatórios. Apesar disto, não podemos provar em ZFC
tal semelhança. Isto nos leva a crer que a procura de objetos indecid́ıveis na
natureza é a procura de aleatoridade, em virtude da sugestão anterior.

Finalmente, o que vimos no geral é que, longe de estar ausente, indeci-
bilidades existem em praticamente todas as áreas da f́ısica matemática. A
questão que nos resta é: fazer f́ısica (teórica) é computar novos resultado a
partir de determinadas leis; o que acontece quando tal computação não pode
ser feita ?

æ
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Apêndice A

Neste apêndice apresentamos uma série de programas em computação
algébrica elaborados nas linguagens “MAPLE” e “REDUCE”. Estes progra-
mas basicamente manipulam algébricamente polinômios com número muito
grande de variáves.

Na manipulação de polinômios “gigantes” (mais de 1000 variáveis) a lin-
guagem “MAPLE” se tornou mais adequada, pois os produtos entre polinômios
e seus quadrados só são expandidos quando pedimos ao computador que o
faça, ao contrário do “REDUCE”, que sempre os expande internamente [80].
Por este motivo, apresentaremos um programa “MAPLE” que calcula ex-
plicitamente uma equação diofantina que representa a hipótese de Riemann,
ficando os programas “REDUCE” restritos somente a poucos exemplos.

Devemos ressaltar que nestes programas nosso objetivo principal é cal-
cular uma equação diofantina que represente a “Hipótese de Riemann” e
outra que represente a “Última Conjectura de Fermat”, junto com suas tran-
formações de Richardson I e II. Como é grande o número de resultados inter-
mediários nescessários, foi mister decompor o processo de cálculo em vários
subprogramas, de tal modo que pudéssemos esvaziar a memória do computa-
dor com resultados espúrios, aumentando a eficiência do processo de cálculo
e também permitindo que não excedêssemos a capacidade da máquina.

Os programas menores que apresentaremos foram executados nos micro-
computadores Atari Mega ST-2 do Laboratório de Computação Algébrica
(LCA) do CBPF. Os programas exigindo maior capacidade de memória foram
executados na Vax-Station do LCA e no sistema MTS do LNCC (Laboratório
Nacional de Computação Cient́ıfica). Por este motivo, pequenas variações
podem ser observadas entre os programas, mas estas são irrelevantes.
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A.1 Programas “REDUCE”

A.1.1 A Equação Exponencial Diofantina

Este programa gera, a partir das equações apresentadas por [28], uma única
equação tal que ∃a1, . . . , a20(p(m, n, k, a1, . . . , a20) = 0) ↔ m = nk. Esta é
depois gravada no arquivo “a:expo.dof”. As chaves exp e nat do “REDUCE”
são desligadas para que o resultado se apresente de maneira mais compacta
e seja reaproveitado em outro programa, simplesmente lendo-se o arquivo no
qual ele é gravado.

%
%
% Contruindo uma Eq. Diofantina que representa m=n^k
%
% Variaveis: a(1),...,a(20)
% Parametros: m,n,k
% Equacao Final: expo
%
%
off exp;
operator a;
equ1:= x**2-(o**2-1)*y**2-1$
equ2:= u**2-(o**2-1)*v**2-1$
equ4:= v-r*y**2$
equ5:= b-1-4*p*y$
equ6:= b-o-q*u$
equ7:= s-x-c*u$
equ3:= s**2-(b**2-1)*tt**2-1$
equ8:= tt-k-4*(d-1)*y$
equ9:= y-k-ee+1$
equ10:= (x-y*(o-n)-m)**2-(f-1)**2*(2*o*n-n**2-1)**2$
equ11:= m+g-2*o*n+n**2+1$
equ12:= n+h-w$
equ13:= k+l-w$
equ14:= o**2-(w**2-1)*(w-1)**2*z**2-1$
%
% Somando os quadrados das equacoes
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%
equ15:= equ1**2+equ2**2+equ3**2+equ4**2
+equ5**2+equ6**2+equ7**2+equ8**2+equ9**2$
equ16:= equ10**2+equ11**2+equ12**2+equ13**2+equ14**2$
equ17:= equ15+equ16$
sub(x=a(1),o=a(2),y=a(3),u=a(4),v=a(5),s=a(6),equ17)$
sub(b=a(7),tt=a(8),r=a(9),p=a(10),q=a(11),ws)$
sub(c=a(12),d=a(13),ee=a(14),f=a(15),g=a(16),
w=a(17),h=a(18),l=a(19),z=a(20),ws)$
off nat, echo$
%
% Gravando em disco
%
out "a:expo.dof"$
expo:=ws;
write ";end;"$
shut "a:expo.dof"$
end$
% Fim de programa

A.1.2 Uma Equação Diofantina para o Conjunto dos
Primos

Usamos o polinômio de Jones [30] para obter uma equação representando o
conjunto dos números primos. A equação é gravada na file “a:primos.dof”.

%
%
% Construindo uma equacao diofantina para p, p sendo
% um primo.
%
% Variaveis: b(1),...,b(26)
% Parametros: p
% Equacao Final: primos
%
%
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off exp$
operator b;
%
% Entrando com o polinomio de Jones
%
equ1:= (w*z+h+j-q)**2$
equ2:= ((g*k+2*g+k+1)*(h+j)+h-z)**2$
equ3:= (16(k+1)**3*(k+2)*(n+1)**2+1-f**2)**2$
equ4:= (2*n+p+q+z-ee)**2$
equ5:= (ee**3*(ee+2)*(a+1)**2+1-o**2)**2$
equ6:= ((a**2-1)*y**2+1-x**2)**2$
equ7:= (16*r**2*y**4*(a**2-1)+1-u**2)**2$
equ8:= (((a+u**2*(u**2-a))**2-1)*(n+4*d*y)**2+1

-(x+c*u)**2)**2$
equ9:= ((a**2-1)*l**2+1-m**2)**2$
equ10:= (a*ii+k+1-l-ii)**2$
equ11:= (n+l+v-y)**2$
equ12:= (p+l*(a-n-1)+b*(2*a*n+2*a-n**2-2*n-2)-m)**2$
equ13:= (q+y*(a-p-1)+s*(2*a*p+2*a-p**2-2*p-2)-x)**2$
equ14:= (z+p*l*(a-p)+tt*(2*a*p-p**2-1)-p*m)**2$
equ15:= equ1+equ2+equ3+equ4+equ5+equ6+equ7+equ8

+equ9+equ10+equ11+equ12+equ13+equ14$
equ16:= (k+2)*(1-equ15)$
sub(a=b(1),b=b(2),c=b(3),d=b(4),ee=b(5),f=b(6),equ16)$
sub(g=b(7),h=b(8),ii=b(9),j=b(10),k=b(11),ws)$
sub(l=b(12),m=b(13),n=b(14),o=b(15),p=b(16),ws)$
sub(q=b(17),r=b(18),s=b(19),u=b(20),v=b(21),ws)$
sub(x=b(22),y=b(23),z=b(24),w=b(25),tt=b(26),ws)$
ws-p$
%
% Escrevendo polinomio para o arquivo "a:primos.dof";
%
off nat, echo$
out "a:primos.dof"$
primos:=ws;
write "end"$
shut "a:primos.dof";
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end$
% Fim de Programa

A.2 Programas “MAPLE”: A Última Con-
jectura de Fermat e a Hipótese de Rie-
mann

A lógica dos primeiros programas segue a de seus equivalentes em RE-
DUCE. A equação obtida para a Exponencial Diofantina é posteriormente
utilizada para obtermos a Última Conjectura de Fermat. A Hipótese de
Riemann foi contrúıda na forma exponencial para evitarmos um número de
variáveis exageradamente longo, tornando o tempo de execução do programa
inviável para o sistema MTS.

A.2.1 A Última Conjectura de Fermat

Geramos uma série de programas que produzem a Transformada de Richard-
son para um polinômio diofantino representando a Última Conjectura de
Fermat.

Exponencial Diofantina

Este programa gera a mesma eq. que o “REDUCE”. A sáıda é feita na
formatação interna do “MAPLE” e gravada na file “a:\maple\expo.m”, po-
dendo ser utilizada ulteriormente por outros programas.

#
#
#
# Calculo da eq Diof. para m=n^k:
#
# Variaveis: a1,...,a20
# Parametros: m,n,k
# Saida: expo
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#
#
equ1:= x^2-(o^2-1)*y^2-1:
equ2:= u^2-(o^2-1)*v^2-1:
equ4:= v-r*y^2:
equ5:= b-1-4*p*y:
equ6:= b-o-q*u:
equ7:= s-x-c*u:
equ3:= s^2-(b^2-1)*tt^2-1:
equ8:= tt-k-4*(d-1)*y:
equ9:= y-k-ee+1:
equ10:= (x-y*(o-n)-m)^2-(f-1)^2*(2*o*n-n^2-1)^2:
equ11:= m+g-2*o*n+n^2+1:
equ12:= n+h-w:
equ13:= k+l-w:
equ14:= o^2-(w^2-1)*(w-1)^2*z^2-1:
#
# Somando Quadrados
equ15:= equ1^2+equ2^2+equ3^2+equ4^2
+equ5^2+equ6^2+equ7^2+equ8^2+equ9^2:
equ16:= equ10^2+equ11^2+equ12^2+equ13^2+equ14^2:
equ17:= equ15+equ16:
#
# Fazendo Substituicoes
subs(x=a1,o=a2,y=a3,u=a4,v=a5,s=a6,
b=a7,tt=a8,r=a9,p=a10,q=a11,equ17):
expo:= subs(c=a12,d=a13,ee=a14,f=a15,
g=a16,w=a17,h=a18,l=a19,z=a20,"):
save expo,‘a:/maple/expo.m‘;
# Fim de Programa

A Última Conjectura

#
#
#
# Calculo da eq. Diofantina representando a
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# ultima conjectura de Fermat.
#
# Variaveis: a1,...,a60
# Parametros: p, q, j, z, y, x
# Equacao de Saida: fermat
# Arquivo de Saida: "fermat.m"
#
#
#
#
# Lendo a Exponencial Diofantina
read ‘expo.m‘:
# inicio da primeira substituicao
e1:= subs(m=p,n=x+1,k=j+3,expo):
e2:= expo:
# inicio da segunda substituicao
for i from 1 to 20 do

e2:= subs(a.i=a.(i+20),e2)
od:
e2:= subs(m=q,n=y+1,k=j+3,e2):
# inicio da ultima substituicao
for i from 1 to 20 do

expo:= subs(a.i=a.(i+40),expo)
od:
expo:= subs(m=p+q,n=z,k=j+3,expo):
fermat:= e1**2 + e2**2+ expo**2;
#
# Gravando Polinomio em Disco
save fermat,‘fermat.m‘:
# Fim de Programa

Majorando as Funções

Nesta estapa, majoramos as funções que entram no procedimento para o
cálculo do polinômio representando Fermat (como chamaremos abreviada-
mente sua Última Conjectura). Esta é uma etapa preliminar para o cálculo
da Tranformação de Richardson.
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Exponencial

#
#
#
# Calculo da eq que majora a eq Diof. para m=n**k:
#
# Variaveis: a(1),...,a(20)
# Parametros: m,n,k
# Saida: expog
#
#
equ1:= x**2+(o**2+3)*y**2+3:
equ2:= u**2+(o**2+3)*v**2+3:
equ4:= v+r*y**2:
equ5:= b+3+6*p*y:
equ6:= b+o+q*u:
equ7:= s+x+c*u:
equ3:= s**2+(b**2+3)*tt**2+3:
equ8:= tt+k+6*(d+3)*y:
equ9:= y+k+ee+3:
equ10:= (x+y*(o+n)+m)**2+(f+3)**2*(4*o*n+n**2+3)**2:
equ11:= m+g+2*o*n+n**2+3:
equ12:= n+h+w:
equ13:= k+l+w:
equ14:= o**2+(w**2+3)*(w+3)**2*z**2+3:
equ15:= equ1**2+equ2**2+equ3**2+equ4**2+equ5**2

+equ6**2+equ7**2+equ8**2+equ9**2:
equ16:= equ10**2+equ11**2+equ12**2+equ13**2+equ14**2:
equ17:= equ15+equ16:
subs(x=a1,o=a2,y=a3,u=a4,v=a5,s=a6,b=a7,

tt=a8,r=a9,p=a10,q=a11,equ17):
expog:= subs(c=a12,d=a13,ee=a14,f=a15,

g=a16,w=a17,h=a18,l=a19,z=a20,"):
for i from 1 to 20 do

expog:= subs(a.i=(a.i)**2+2,expog)
od:
# Gravando equacao

67



save expog,‘expog.m‘;
# Fim de Programa

Fermat

#
#
#
# Calculo da eq. Diofantina representando a
# ultima conjectura de Fermat majorada.
#
#
#
#
#
read ‘expog.m‘:
# inicio da primeira substituicao
e1:= subs(m=p,n=x+1,k=j+3,expog):
e2:= expog:
# inicio da segunda substituicao
for i from 1 to 20 do

e2:= subs(a.i=a.(i+20),e2)
od:
e2:= subs(m=q,n=y+1,k=j+3,e2):
# inicio da ultima substituicao
for i from 1 to 20 do

expog:= subs(a.i=a.(i+40),expog)
od:
expog:= subs(m=p+q,n=z,k=j+3,expog):
fermatg:= e1**2 + e2**2+ expog**2;
# Gravando em Disco
save fermatg,‘fermatg.m‘:
# Fim de Programa

A Primeira Tranformação de Richardson

#
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#
#
# Programa que aplica a transformacao
# de Richardson do primeiro tipo
# ‘a eq. Diof. que representa a
# u’ltima conjectura de Fermat.
#
#
# Lendo a eq. Diof. que representa Fermat
read ‘fermatg.m‘:
read ‘fermat.m‘:
fermatg:= subs(z=a65,x=a61,y=a62,q=a63,p=a64,j=a66,fermatg):
fermat:= subs(z=a65,x=a61,y=a62,q=a63,p=a64,j=a66,fermat):
# Inicio do primeiro for
for i from 1 to 66 do

k.i:= diff(fermatg**2,a.i)
od:
# Fim do primeiro for
# Calculo de f(m,x1,...,xn)
# Inicio do calculo do somatorio
sum:= 0:
for i from 1 to 66 do

sum:= (sin(Pi*a.i))**2*(k.i)**4 + sum
od:
# Fim do calculo do somatorio
f:= (66+1)**4*(fermat**2 + sum):
# Ultima etapa da transformac,ao de Richardson
for i from 1 to 66 do

subs(a.1=(a.i)**2,")
od:
richferm:= ":
# Fim do calculo
# Escrevendo funcao em disco
save richferm,‘richferm.m‘:
writeto(‘*print*‘):
richferm;
writeto(terminal):
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# Fim de Programa

A Segunda Tranformação

#
#
#
# Faz a segunda tranformacao de Richardson para Fermat
#
#
h:= proc(x) x*sin(x) end:
g:= proc(x) x*sin(x**3) end:
sum:= {a66 = h(x)} union {a1 = g@@66(x)}:
# Inicio do for
for i from 2 to 65 do

sum:= {a.i = h@g@@(i-1)(x)} union sum:
od:
#Fazendo
read ‘richferm.m‘:
# Substituindo
rich2:= subs(sum,richferm):
#Gravando
save rich2,‘rich2.m‘;
# Fim de Programa

A.2.2 A Hipótese de Riemann (HR)

A HR é contrúıda executando-se os programas na ordem dada pela tabela
abaixo:

=============================================================
Programa Funcao Saida Variaveis

ORDEM c = S(a,b) ordem c1,...,c4
COMFAT u = (t,s) comb c1,...,c6

q = s! fator d1,...,d10
PRIMOS P(p,d1,...,d15) = 0 primos d1,...,d15
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se e so se "p e’ primo"
MODULO k = |n| modulo h1,h2
ETA z = eta(j) etaj f1,...,f19
RANGE1 P(k,u,g1,...,g30) range1 g1,...,g30
QUANT1 Para todo k (k<=j) quant1 b1,...,b349

P(k,u,g1,g30) = 0
PRODUTO1 z = prod_{k=1..j} eta(j) prod1 w1,...,w379
RANGE2 P(k,u,g1,...,g390) range2 g1,...,g390
QUANT2 Para todo k (k<=j) quant2 b1,...,b4509

P(k,u,g1,...,g390)
PRODUTO2 z = prod_{k=1...x-1} produto2 b1,...,b4899

prod_{n=1...k} eta(n)
= delta(x)

RANGE3 P(k,u,g1,...,g11) range3 g1,...,g11
QUANT3 Para todo k (k<=j) quant3 b1,...,b140

P(k,u,g1,...,g11)
SOMA z = SUM_{k=1...j} 1/k soma w1,...,w151
RIEMANN P(n,g1,...,g5056) = 0 riemann g1,...,g5056

se e somente se HR e’
falsa

=============================================================

A Função Ordenadora

#
#
# Contruindo a eq. Diof. para a funcao ordenadora S(a,b)=c;
#
# Variaveis: c1,...,c4
# Parametros: a,b,c
# Equacao de Saida: ordem
# Arquivo de Saida: "ordem.m"
#
#
a1:= (c1+c2-2)*(c1+c2-1)+2*c2-2*b;
a2:= c3*(1+a*c2)+c-c1;
a3:= c+c4-2-a*c2;
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ordem:= a1**2+a2**2+a3**2;
# Gravando ordem
save ordem,‘ordem.m‘;
# Fim de Programa

O Fatorial e a Combinação

#
#
# Construindo uma Eq. Diof. para u=(t,s) e q=s!
#
# Combinacao de t elementos s a s, u=(t,s):
# Variaveis: c1,...,c6
# Parametros: u,t,s
# Equacao de Saida: comb
# Arquivo de Saida: "comb.m"
#
# q=s!:
# Variaveis: d1,...,d10
# Parametros: q,s
# Equacao de Saida: fator
# Arquivo de Saida: "fator.m"
#
#
a1 := y - 2**t -1;
a2 := z - y - 1;
a3 := z**t - (l*y**(s+1) + u*y**s + m);
a4 := u + v - 2**t;
a5 := m + n + 1 - y**s;
comb0:=0;
for i from 1 to 5 do comb.i := (a.i)**2 + comb.(i-1) od;
comb := subs(y=c1,l=c2,m=c3,v=c4,z=c5,n=c6,comb5);
#
# Gravando comb
save comb,‘comb.m‘;
a6:= t-2*s**(s+2);
a7:= t**s-q*u-w;
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a8:= u-w-x-1;
a9:= comb + a6**2 + a7**2 + a8**2;
a10:= subs(u=d1,t=d2,w=d3,x=d4,a9);
for i from 1 to 6 do a.(i+10):= subs(c.i=d.(i+4),a.(i+9)) od;
fator:=a16;
#
# Gravando fator
save fator,‘fator.m‘;
# Fim de Programa

Uma Equação para os Primos

#
#
# Contruindo uma Eq. Exp. Diof. para "p eh um numero primo"
#
# Variaveis: d1,...,d15
# Parametros: p
# Equacao de Saida: primos
# Arquivo de Saida: "primos.m"
#
#
read ‘fator.m‘:
# Lendo fator; Calculando polinomio
a1:= p-s-1;
a2:= p-r-2;
a3:= a*p-b*q-1;
a4:= a1**2 + a2**2 + a3**2 + fator;
primos:= subs(a=d11,b=d12,q=d13,s=d14,r=d15,a4);
# Gravando primos
save primos,‘primos.m‘;
# Fim de Programa

A Função Módulo

#
#
# Construindo um polinomio que representa k = modulo(n)
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#
# Variaveis: h1,h2
# Parametros: k,n
# Equacao de Saida: modulo
# Arquivo de Saida: "modulo.m"
#
#
a1:= (k-n)**2+(n-h1-1)**2;
a2:= (k+n)**2+(n+h2+1)**2;
modulo:= a2*a1;
# Gravando modulo
save modulo,‘modulo.m‘;
# Fim de Programa

A Função η

#
#
# Construindo a Exp Dioph. Eq. representando z=eta(j)
#
# Variaveis: f1,...,f19
# Parametros: z, j
# Equacao de Saida: etaj
# Arquivo de Saida: "etaj.m"
#
#
a1:= (z-1)**2:
a2:= (j-f1**f2-f3-1)**2:
a3:= (z-f1)**2:
a4:= (j-f1**f2)**2:
a5:= (a1+a2)*(a3+a4):
read ‘primos.m‘:
# Lendo primos; Comecando Substituicoes
b0:= subs(p=f1, primos):
for i from 1 to 15 do b.i:= subs(d.i=f.(i+3),b.(i-1)) od:
etaj:= a5+b15**2:
# Fim de Calculo; Escrevendo etaj no arquivo "etaj.m"
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save etaj,‘etaj.m‘:
# Fim de Programa

Abrangência do Primeiro Quantificador

Para calcularmos os produtórios que nescessitamos na HR (veja caṕıtulo 2),
decompomo-los em sua abrangência, para depois calculá-los.

#
#
#
# Calculus of the Dioph. Exp. Polinomial
# in the range of the 1st quantifier
# < k=1 or S(k,u)=eta(k)*S(k-1,u) >
#
# Variables: g1,...,g30
# Parameters: k,u
# Output equation: range1
# Output file: "range1.m"
#
#
#
# Reading ordem
read ‘ordem.m‘:
# Begining substitution in ordem: <g5=S(k,u); g6=S(k-1,u)>
ordem1:= subs(a=k,b=u,c=g5,c1=g1,c2=g2,c3=g3,c4=g4,ordem):
ordem2:= subs(a=k-1,b=u,c=g6,c1=g7,c2=g8,c3=g9,c4=g10,ordem):
# Reading etaj
read ‘etaj.m‘:
# Begining substitution in etaj
etaj:= subs(j=k,etaj):
for i from 1 to 19

do
etaj:= subs(f.i=g.(i + 10),etaj)

od:
# Calculing polinomial
a1:= ((k-1)*(g5-z*g6))**2:
a2:= a1 + ordem1**2:
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a1:= a2 + ordem2**2:
a2:= a1 + etaj**2:
range1:= subs(z=g30,a2):
# Saving range1
save range1,‘range1.m‘:
# End of program

Cálculo do Primeiro Quantificador

#
#
#
#
# Programa que controi o polinomio
# representando o 1o quantificador
#
# Variaveis: b1,...,b349
# Parametros: j,u
# Equacao de Saida: quant1
# Arquivo de Saida: "quant1.m"
#
#
#
read ‘comb.m‘:
read ‘fator.m‘:
read ‘range1.m‘:
read ‘modulo.m‘:
# Lendo modulo, fator, range1, comb
poli:=0:
# Definindo procedure f(i) = (b.(i+30) - (b.i, b61) )**2
f:= proc(i)
a0:= comb:

for j from 1 to 6 do
a.j := subs(c.j=b.(63+j+i*6),

u=b.(i+30), t=b.i, s=b61, a.(j-1)):
od:
a6:
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end:
# Fazendo b31=(b1,b61) ... b60=(b30,b61)
for i from 1 to 30 do

poli:= f(i)**2 + poli:
od:
# Fim do 1o for
a0:=0:
# Comecando substituicoes em range1
for i from 1 to 30 do

range1:= subs(g.i=b.(i+249),range1)
od:
# Fim do 2o for
# Fazendo b63 = b64! ( = Q! )
a1:= subs(q=b63,s=b64,fator):
# Fazendo b61=x+1; b62=b63-1 (=b64!-1=Q!-1); b66=range1
poli:= (b61-x-1)**2 + (b62-b63-1)**2

+ (b66 - range1)**2 + a1**2 + poli:
# Fazendo b65=modulo(b66) (=modulo(range1))
a1:= subs(h1=b280, h2=b281, k=b65, n=b66, modulo):
modulo:= 0:
poli:= a1**2 + poli:
# Fazendo b64=Q
poli:= (b64-b65-2*y-x-b67+2)**2 + poli:
lixo:= 0:
# Adicionando as congruencias ao polinomio
for j from 1 to 30 do

lixo:= (b68*b.(i+281)-b.(i+30))**2 + lixo
od:
# Terminado 3o for
poli:= lixo + poli:
a0:= comb:
for i from 1 to 6 do
a0:= subs(c.i = b.(i+311),a0):

od:
# Terminado 4o for
# Fazendo b69=(b68,b62) e b69=y+1
poli:= (subs(u=b68,t=b62,s=b69,a0))**2
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+ (b69-y-1)**2 + poli:
#1
a0:=0:
lixo:= 0:
# Fazendo b68 > b1,...,b30
for i from 1 to 30 do

(b68 - b.i - b.(i+311) - 1)**2 + ":
od:
# Fim do 5o for
lixo:=":
quant1:= (subs(k=b62,range1) - b68*b348)**2 + lixo + poli:
quant1:= subs(x=b349,y=j, quant1):
# Fim do Calculo
# Gravando quant1 para o arquivo quant1.m
save quant1,‘quant1.m‘;
# Fim de Programa

O Primeiro Produtório

Este programa gera a equação que representa o primeiro produtório na função
δ(x) (Caṕıtulo 2).

#
#
# Construindo a eq. Diof. para z=prod_{k=1..j} etak
#
# Variaveis: w1,...,w379
# Parametros: j,z
# Equacao de Saida: produto1
# Arquivo de Saida: prod1.m
#
#
read ‘ordem.m‘:
read ‘etaj.m‘:
# Lendo ordem e etaj
delta1:= 3: # Variavel de Controle
# Fazendo w2=eta(1)
a1:= subs(z=w2,j=1,etaj):
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for i from 1 to 19 do
a1:= subs(f.i=w.(i+delta1),a1)

od:
# Fim do 1o for e das substituicoes em etaj
# Fazendo w1=S(1,w3)
a2:= subs(a=1,b=w3,c=w1,ordem):
for i from 1 to 4 do

a2:= subs(c.i=w.(i+delta1+19),a2)
od:
# Fim do 2o for
# Fazendo z=S(j,w3)
a3:= subs(a=j,b=w3,c=z,ordem):
for i from 1 to 4 do

a3:= subs(c.i=w.(i+delta1+23),a3)
od:
# Fim do 3o for
poli:= a1**2 + a2**2 + a3**2 + (w1-w2)**2:
# Lendo quant1
read ‘quant1.m‘;
# Comcando ultimo for
for i from 1 to 349 do

quant1:= subs(b.i=w.(i+delta1+27),u=w3,quant1):
od:
# Fim do ultimo for
produto1:= quant1**2 + poli;
# Fim do Calculo; escrevendo polinomio em prod1.m
save produto1,‘prod1.m‘;
# Fim de Programa

Abrangência do Segundo Quantificador

#
#
#
# Calculo da eq. exp. Diof. na abrangencia
# do segundo quantificador
#
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# Variaveis: g1,...,g390
# Parametros: k,u
# Equacao de Saida: range2
# Arquivo de Saida: "range2.m"
#
#
#
# Lendo ordem
read ‘ordem.m‘:
# Comecando as substituicoes em ordem;
# Fazendo g5=S(k,u) e g6=S(k-1,u)
ordem1:= subs(a=k,b=u,c=g5,c1=g1,c2=g2,c3=g3,c4=g4,ordem):
ordem2:= subs(a=k-1,b=u,c=g6,c1=g7,c2=g8,c3=g9,c4=g10,ordem):
# Lendo produto1
read ‘prod1.m‘:
# Comecando substituicoes em produto1
etaj:= subs(j=k,produto1):
for i from 1 to 379

do
produto1:= subs(f.i=g.(i + 10),produto1)

od:
# Calculando Polinomio
# Fazendo (k=1 or S(k,u) = produto1(k) * S(k-1,u)
a1:= ((k-1)*(g5-z*g6))**2:
a2:= a1 + ordem1**2:
a1:= a2 + ordem2**2:
a2:= a1 + produto1**2:
# Calculo Final
range2:= subs(z=g390,a2):
# Gravando polinomio
save range2,‘range2.m‘:
# Fim de Programa

O Segundo Quantificador

#
#
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#
#
# Programa que controi um polinomio representando
# o 2o quantificador
#
# Variaveis: b1,...,b4509
# Parametros: j,u
# Equacao de Saida: quant2
# Arquivo de Saida: "quant2.m"
#
#
#
read ‘comb.m‘:
read ‘fator.m‘:
read ‘range2.m‘:
read ‘modulo.m‘:
# Lendo modulo, fator, range2, comb
poli:=0:
# Definindo procedure f(i) = b.(i+390) - (b.i, b781)
f:= proc(i)
a0:= comb:

for j from 1 to 6 do
a.j := subs(c.j=b.(783+j+i*6),

u=b.(i+390), t=b.i, s=b781, a.(j-1)):
od:
a6:

end:
# Fazendo b391=(b1,b781) ... b780=(b390,b781)
for i from 1 to 390 do

poli:= f(i)**2 + poli:
od:
# Fim do 1o for
a0:=0:
# Comecando substituicao em range1
for i from 1 to 390 do

range1:= subs(g.i=b.(i+3129),range1)
od:
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# Fim do 2o for
# Fazendo b63 = b64! ( = Q! )
a1:= subs(q=b63,s=b64,fator):
# Fazendo b61=x+1; b62=b63-1 (=b64!-1=Q!-1); b66=range1
poli:= (b61-x-1)**2 + (b62-b63-1)**2

+ (b66 - range1)**2 + a1**2 + poli:
# Fazendo b65=modulo(b66) (=modulo(range1))
a1:= subs(h1=b3720, h2=b3721, k=b65, n=b66, modulo):
modulo:= 0:
poli:= a1**2 + poli:
# Fazendo b64=Q
poli:= (b64-b65-2*y-x-b67+2)**2 + poli:
lixo:= 0:
# Inserindo congruencias no polinomio
for j from 1 to 390 do

lixo:= (b68*b.(i+3721)-b.(i+390))**2 + lixo
od:
# Terminado 3o for
poli:= lixo + poli:
a0:= comb:
for i from 1 to 6 do
a0:= subs(c.i = b.(i+4111),a0):

od:
# Terminado 4o for
# Fazendo b69=(b68,b62) e b69=y+1
poli:= (subs(u=b68,t=b62,s=b69,a0))**2 + (b69-y-1)**2 + poli:
#1
a0:=0:
lixo:= 0:
# Fazendo b68 > b1,...,b30
for i from 1 to 390 do

(b68 - b.i - b.(i+4117) - 1)**2 + ":
od:
# Fim do 5o for
lixo:=":
quant2:= (subs(k=b62,range2) - b68*b4508)**2 + lixo + poli:
quant2:= subs(x=b4509,k=j, quant2):
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# Fim do calculo
# Escrevendo quant2 no arquivo quant2.m
save quant2,‘quant2.m‘;
# Fim de Programa

O Segundo Produtório

#
#
# Building the Diophantine eq. for
# z=prod_{k=1..x-1} produto1(k)
#
# Variables: w1,...,w4899
# Parameters: x,z
# Output equation: produto2
# Output file: prod2.m
#
#
read ‘ordem.m‘:
read ‘prod1.m‘:
# Read ordem and produto1
# Doing w2=produto1(1)
a1:= subs(z=w2,j=1,produto1):
for i from 1 to 379 do

subs(f.i=w.(i+3),")
od:
a1:= ":
# End of the 1st for and substitutions in produto1
# Doing w1=S(1,w3)
a2:= subs(a=1,b=w3,c=w1,ordem):
for i from 1 to 4 do

subs(c.i=w.(i+382),")
od:
a2:= ":
# End of the 2nd for
# Doing z=S(j,w3)
a3:= subs(a=j,b=w3,c=z,ordem):
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for i from 1 to 4 do
subs(c.i=w.(i+386),")

od:
a3:= ":
# End of the 3rd for
poli:= a1**2 + a2**2 + a3**2 + (w1-w2)**2:
read ‘lixo.m‘:
# Begining last for
for i from 1 to 4509 do

sum:= {b.i=w.(i+390)}:
od:
# End of last for
# Reading quant2
read ‘quant2.m‘:
# Making substitutions
subs(u=w3,sum,quant2):
# Final calculus
produto2:= "**2 + poli:
# Last substitution
produto2:= subs(j=x-1,produto2):
# End of Calculus; writing polinomial to prod2.m
save produto2,‘prod2.m‘;
# End of program

Abrangencia do Último Quantificador

#
#
#
# Building the 3rd quantifier’s range
#
# Variables: g1,...,g11
# Parameters: k,u
# Output equation: range3
# Output file: "range3.m"
#
#
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#
read ‘ordem.m‘:
# Read ordem
# Doing g1=S(k,u); g2=S(k-1,u)
# So quant3=(k-1)((g1-g2-g3)^2 + kg3^2)
ordem1:= subs(a=k,b=u,c=g1,c1=g4,c2=g5,c3=g6,c4=g7,ordem):
#1
ordem2:= subs(a=k-1,b=u,c=g2,c1=g8,c2=g9,c3=g10,c4=g11,ordem):
#2
range3:=((k-1)*((g1-g2-g3)**2 + (k*g3))**2)**2:
range3:= ordem1**2 + ordem2**2 + range3:
# End of calculus
# Writing polinomial
save range3, ‘range3.m‘:
# End of program

O Somatório

#
#
# Building the Diophantine eq. for z=sum_{k=1..j} 1/k
# iff P(j,z,w1,...,w151) = 0
#
# Variables: w1,...,w151
# Parameters: j,z
# Output equation: soma
# Output file: "soma.m"
#
#
read ‘ordem.m‘:
# Read ordem
# Doing w2=1
a1:= w2 - 1:
# Doing w1=S(1,w3)
a2:= subs(a=1,b=w3,c=w1,ordem):
for i from 1 to 4 do

a2:= subs(c.i=w.(i+3),a2)
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od:
# End of the 1st for
# Doing z=S(j,w3)
a3:= subs(a=j,b=w3,c=z,ordem):
for i from 1 to 4 do

a3:= subs(c.i=w.(i+7),a3)
od:
# End of the 2nd for
poli:= a1**2 + a2**2 + a3**2 + (w1-w2)**2:
# Reading quant3
read ‘quant3.m‘;
subs(u=w3,quant3):
# Begining last for
for i from 1 to 140 do

subs(b.i=w.(i+11),u=w3,"):
od:
quant3:=":
# End of last for
soma:= quant3**2 + poli:
# End of Calculus; writing polinomial to soma.m
save soma,‘soma.m‘;
# End of program

A Hipótese de Riemann

#
#
#
# Program to build the Exp. Dioph. Eq. representing Riemann’s
# Hypothesis.
#
# RH iff P(n,g1,...,g) = 0 has no solutions
#
#
# Variables: g1,...,g5056
# Parameters: n
# Output equation: riemann
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# Output file: "riemann"
#
#
#
read ‘prod2.m‘:
read ‘soma.m‘:
#
# ((sum_{k=1...delta(n)} 1/k) - n^2/2)^2 = 36n^3+g1-1
# delta(n)=g2
# sum_{k=1...g2} = g3
# n^2/2 = g4
# (g3 - g4)^2 = g5
# 36n^3=g6
# (g5 - g6 - g1 + 1)^2 = 0
#
soma:= subs(z=g3,j=g2,soma):
for i from 1 to 151 do

subs(w.1=g.(i+6),")
od:
soma:= ":
# End of substitution in soma
produto2:= subs(z=g2,x=n,produto2):
for i from 1 to 4899 do

subs(b.i=g.(i+157),")
od:
produto2:= ":
a1:= (2*g4 - n**2)**2:
a2:= ((g3 - g4)**2 - g5)**2 + (36*n**3 - g6)**2:
a3:= (g5 - g6 - g1 + 1)**2:
riemann:= produto2**2 + soma**2 + a1 + a2 + a3;
# Writing polinomial in a readable style
writeto(riemann.s):
riemann:= riemann;
writeto(terminal):
# End of program

æ
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de Matemática, série 2a, 8(1987), 197.

[40] B. Doubrovine, S. Novikov e A. Fomenko, Géométrie Contemporaine,
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