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Resumo

Neste trabalho apresentamos exemplos de fenémenos metamatemticos em
fisica. Sao estes dois exemplos de incompletude em teorias fisicas e um ex-
emplo de indecidibilidade. A incompletude, num caso, esta relacionada a
da aritmética e no outro a uma sentenca indecidivel numa teoria axiomati-
zada para os conjuntos, supostas as teorias todas consistentes. Em detalhe:
primeiro demonstramos uma proposi¢ao que nos impoe restricoes a forma
conexao para que tenhamos solucoes nao triviais da identidade diferencial de
Bianchi. Feito isto, exibimos uma forma conexao a respeito da qual é im-
possivel demonstrarmos, em teorias adequadas, que ela satisfaz as restrigoes
mencionadas. Posteriormente, arguimos sobre a relacao entre “genericidade”
e “aleatoriedade” em espacos-tempo da Relatividade Geral; mostramos que
a identificagado de tais conjuntos é também indecidivel em uma teoria dos
conjuntos adequada.

Abstract

We show here a few formally undecidable questions with respect to the
ZFC Axioms. We first prove that some restrictions are needed in the con-
nection form in such that we can have nontrivial solutions for the Bianchi
differential conditions. We then exhibit a connection form such that is im-
possible to prove from the ZFC axioms it satisfies the preceding restrictions.
We also argue about the relations between set-theoretically genericity and
randomness of spacetime supports of General Relativity; we prove that the
identification of those sets is an undecidable question within ZFC.
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Chapter 1

Introducao

1.1 Motivacao

Em 1931, um trabalho pioneiro de Kurt Godel [44] apresentou um re-
sultado estarrecedor na metamatematica: dada uma teoria formal suposta
consistente, poderosa o suficiente para conter a aritmética elementar, existem
proposicoes tais que, nem elas nem suas negagoes, podem ser demonstradas
nesta teoria. Dito de outra forma, se a teoria é consistente, entao ela é in-
completa, porque possii proposicoes indecidiveis. E se ela for consistente, e
contém a sentenca que afirma sua consisténcia, esta nao é um teorema da
teoria, sendo necessariamente indecidivel.

Sentencas indecidiveis ja eram conhecidos da matematica, mais precisa-
mente na Geometria. No século XIX, com o surgimento de novas geometrias,
ficou estabelecido que o quinto postulado de Euclides (o das paralelas) era
independente dos outros axiomas da geometria plana, pois nao podia deles
ser derivado e nem sua negacao. A demonstracao da independéncia do quinto
postulado foi feita mostrando-se que se a geometria euclidiana é consistente,
reinterpretando-se determinadas curvas geodésicas sobre esferas como retas,
os quatros postulados se verificavam mas o quinto era violado (segundo esta
interpretagao). A consisténcia era obtida fundada no modelo tradicional,
euclidiano, para a geometria.

O trabalho de Godel parecia, no entanto, estar bem distante dos trabalhos
sobre a geometria nao-euclidiana. O exemplo de sentenca indecidivel apre-
sentada por Godel nao era, certamente, uma sentenca matematica ‘usual’, e
muitos matematicos pensaram que, por este motivo, proposicoes indecidiveis



nao apareceriam na matematica do dia a dia.

Tais suposicoes foram desmistificadas em 1963 pelos trabalhos de P. J.
Cohen, que demonstrou que a sentenca, na teoria axiomatizada dos conjuntos
de ZF, que exprime a Hipdtese do Continuo, era independente dos axiomas
de ZF e ZFCI[19]. A partir de entdo surgiram intmeros resultados de in-
decidibilidade em diversas dres da matematica, a saber: topologia, andlise,
teoria da medida, etc...

Em 1982 Chaitin [17] sugeriu que as proposicoes indecidiveis sao de se
esperar em toda a parte da matematica. Tais proposicoes, como veremos,
sao extremamente comuns. Com os instrumentos que exporemos nesta tese,
por exemplo, sabemos que se podem escrever expressoes na linguagem da
analise cldssica, provadamente iguais ou a 0 ou 1, mas sem que possamos
decidir qual seu valor numérico preciso [22].

Ja que a indecidibilidade estd em toda a parte, podemos nos perguntar
sobre sua existéncia em qualquer area do pensamento humano que envolva a
matematica como instrumento, como por exemplo a fisica. Trabalhos nesta
direcao sao [2] [6] [9] [10] [17] [24] [22] [23] [36] [67].

Nesta tese, sequéncia de nossos trabalhos [6] [24] [39], apresentamos algu-
mas proposicoes formalmente indecidiveis face a sistemas de axiomas poderosos,
como os de Zermelo-Fraenkel para a Teoria dos Conjuntos. Particularmente,
mostramos questoes deste tipo que aparecem na Teoria dos Campos de Gauge
Cléssicos [26] e na Relatividade Geral [25].

1.2 Dos Capitulos

Este trabalho se acha dividido em 5 capitulos, sendo o primeiro este
intréito e o quinto as conclusoes.
No capitulo 2 apresentamos uma breve exposicao da teoria das equagoes
e dos conjuntos diofantinos [28]. Um esbogo da teoria dos algoritmos e dos
sistemas formais é feito na segao 2.2.1, onde estabelecemos algumas definigoes
necessarias ao que se segue [22] [56]. O Décimo Problema de Hilbert é ex-
posto, assim como sua solugao [28] [30]. Para tal, aduzimos uma equagao
exponencial diofantina plena, tal qual [28], e em consonancia com isto apre-
sentamos o Teorema do Quantificador Limitado [30]. Finalmente, na ultima
segao, expomos uma extensao [22] dos resultados de Richardson [66] e outros
sobre indecidibilidade nas fungoes reais.



A porgao original da tese estd nos Capitulos 3 e 4 (veja [26] [?]).

No Capitulo 3 tratamos da indecidibilidade e incompletude nas Teorias
de Gauge Classicas [26]. Na secao 3.2 fixamos a notacao usada e os objetos
de estudo em questao. Feito isto, apresentamos uma série de versoes do Teo-
rema de Frobenius que nos serao tteis nas segoes seguintes. Posteriormente,
uma degenerescéncia nas identidades diferenciais de Bianchi é estudada, e
mostramos as condigoes necessarias e suficientes para a existéncia de solugoes
nao-curvatura destas identidades. Finalmente, na tltima se¢ao, obtemos um
teorema de incompletude.

No quarto Capitulo estudamos um exemplo em Relatividade Geral [25].
Na secao 4.3 construimos uma topologia para o conjunto de todas as var-
iedades espagos-tempo. De posse desta topologia, arguimos o significado
fisico das variedades genéricas, comparando-as com “variedades aleatorias”.
Mostra-se que em ZFC é impossivel demonstrar que tais caracteristicas (gene-
ricidade e aleatoridade) coincidem (mdédulo um conjunto irrelevante). &



Chapter 2

O Décimo Problema de Hilbert
e Certas de Suas Consequéncias

2.1 Introducao

Neste Capitulo apresentamos um esbogo do que utilizaremos em seguida
sobre a teoria das equagoes e dos conjuntos diofantinos. O objetivo basico
é apresentar o resultado de Richardson [66] a respeito de fungoes subele-
mentares reais, que se mostrou um poderoso intrumento na obtencao de
sentencas indecidiveis [22] [26].

2.2 Equacoes e Conjuntos Diofantinos

Consideremos um dominio de integridade D qualquer e seja ag,aq, ...,
a,, uma colecao de elementos de D, sendo a,, # 0. Uma forma polinomial
de grau m na variavel x sobre D é toda a expressao do tipo

ap + mx + asz® + -+ anz™, a; € D, para todo i. (2.1)

Definigao 2.1 Se p(z) = ap + a1 + asx® + -+ - + apx™ € q(x) = by + b1 +
bow? 4+ -+ b,x™ entdo p(x) = q(x) se e somente se para todo o inteiro i > 0,
a; = bz

Definigao 2.2 Seja p(x) = ag + a1x + asx® + -+ + a,,z™. A funcdo p :
D — D que atribui a cada elemento x € D um p(x) € D é chamada fungao
polinomial.



A soma e a multiplicacao de dois polindmios

p(x) = ap + a1z + agx® + - - + apa™

q(z) = by + b1x + boa® + - - - + by

podem ser definidas “ponto a ponto” como
p(z) +q(x) = (ag+bo) + (a1 + b))z + -+ (@ + by)2" + -+ - + az™ (2.2)

p(z)q(x) = ;)cjxj (2.3)

respectivamente, onde ¢; = a;bg + a;_1by + - -+ a;_iby + - - - + agb; e m > n.

A colecao de todas as formas polinomiais (2.1) sobre D constituem, com
a soma e a multiplicagao definidas por (2.2) e (2.3), também um dominio de
integridade, denotado D[z]. D é um subdominio de integridade de D[z] (cf.
[12] [47]).

Até agora lidamos com polindomios numa unica variavel x. Polinomios
com mais de uma varidavel podem ser naturalmente definidos como se segue:
seja pi(x) = a) + a'x + abx® + - -+ + a! 2™ uma colecao de m + 1 polinoémios
em x, com i = 0...m; podemos definir um r(z,y) como

r(z,y) = p°(x) +p'(2)y + -+ p"(2)y™
Um exemplo de um polinomio em x e y seria
r(z,y) =« + 20y + xy?

De uma maneira geral, podemos definir por recursivamente um polinomio
de n varidveis como um elemento de D[xq, X, ..., 2,] dado por

Dlxy,za, ..., x,] = D[x1, 29, . .., Tp1][20] (2.4)

Por inducao, é imediato que a cole¢ao de todos os polinomios de n variaveis
Dlzy,...,x,| é um dominio de integridade.

De agora em diante, somente consideremos os polinémios p(z1, ..., x,)
contidos no anel polinomial Z[xq,...,x,], onde Z = {0,+1,+2,4+3,...} é o
conjunto dos inteiros.



Definigao 2.3 Todo o polinomio p(xy,...,x,) € Zlxy,...,z,| € chamado
polinémio diofantino.

O nome “diofantino” é uma homenagem ao grande matematico grego
Diofanto de Alexandria (século III AC), cujo grande tratado Arithmetica
aborda intimeras equagoes polinomiais de inteiros em inteiros e suas solu-
¢oes. Por exemplo, uma tipica equacao diofantina é

2y = 2P (2.5)

que pode representar a relagao entre os catetos x e y e a hipotenusa z de um
dado triangulo retangulo com lados inteiros, dada pelo teorema de Pitagoras;
as solugoes de (2.5), amplamente estudadas por Diofanto, nos dao todos os
triangulos retangulos de lados inteiros.

Definig¢ao 2.4 Seja p(x1,...,x,) um polinomio diofantino. A expressao
p(z1,...,2,) = 0 € chamada equagao diofantina; e os valores de (x1,...x,) €
Z" que satisfazem esta igualdade sao suas solugoes.

Como podemos ver pela Definicao 2.4, uma dada equacao diofantina pode
ser associada a um conjunto de solugoes, expresso por uma colecao de k n-
uplas (x1,...,2,), se esta equagdo admite k solugoes, 0 < k < oco. Estas
solugoes nos sugerem definir determinados conjuntos de inteiros a partir de
equagoes diofantinas.

Definigao 2.5 Sejap(z1,...2Tn, Y1, - -, Ym) um polindmio diofantino com n+
m varidveis T, ...,y € Y1, ..., Ym. Um conjunto S de n-uplas dado por

(X1, .o xp) €8 < Hyry oo Ym) € Z™(p(x1, .o Tny Y1y -+ Ym) = 0) (2.6)

¢ chamado diofantino. Neste caso os x1,...,x, sao chamados parametros e
08 Y1, - . ., Ym variaveis.

Desta maneira, S é um conjunto (definido pelo polinémio diofantino
p(T1,. . Tny Y1, .-, Ym)) cujos  elementos sdo as  solugbes  de
p(T1,. . Tny Y1, -, Ym) quando permitimos que os parametros yi, ..., Ym
variem em Z, isto é

S={{x1,...x,) € Z"Hy1, ..., Ym) € Z"(p(x1, .. ., Try Y15+ -, Ym) = 0)}

6



Usando um artificio simples criado por Hilary Putnam [30], podemos tra-
balhar somente com as solugoes em N = {1,2,3,4,...} de um polinémio dio-
fantino. Isto é feito do seguinte modo: seja p(z,y1, - - ., Ym) um polinémio dio-
fantino com m parametros vy, . . . , ¥, € uma variavel x; definamos o polinomio
Qx,y1, - ym) = (x + V[T — p*(x, 91, ..., ym)] — 1. De imediato obtemos

Proposicao 2.6 O conjunto S definido pelo polinémio Q(z,y1, ..., Ym) con-
struido actma  consiste dos wvalores nao-negativos assumidos por
Q(z,y1, ., Ym) quando x,yy, ..., Yn assumem valores em N.

Demonstragao: p(x,y1,...,ym) = 0 implica Q(a,y1, ..., Ym) = a; com isto
Q(x,y1, -, ym) = a >0, o que implica (1 — p*(z,y1, -, Ym)(@x+1) =1 >0
el —p*z,y1,--,Ym) > 0, nos dando p(z,y1,...,ym) =0ea=z. O

Daqui por diante, a menos que digamos explicitamente o contrario, tra-
balharemos somente com equagcoes diofantinas sobre N.

Como podemos observar, varios subconjuntos de N podem ser expressos
por equagoes diofantinas, como nos mostrarao os exemplos que se seguem.

Exemplo 1 (o conjunto dos pares): Fazendo-se p(z,y) = 2y — = este
conjunto pode ser definido como

r € P« x épar « Jy(z = 2y),
sendo P o conjunto de todos os niimeros pares.

Exemplo 2 (os nimeros que nao sao poténcia de 2): Fazendo p(z,y,z2) =
y(2z + 1) — = temos

x € S < x nao é poténcia de 2 Jy, z(p(x,y, z) = 0),
Ainda utilizando equacgoes diofantinas, podemos definir relagoes binari-
as, ternarias ou m-arias sobre numeros naturais, uma vez que os elementos
dos conjuntos gerados sao n-uplas. Com isto, rela¢oes como x|y (x divide

y), © < y ou x > y podem ser facilmente obtidas, como mostraremos nos
exemplos 3 e 4.

Exemplo 3 (Relagao z|y): Construamos o conjunto diofantino
(x,y) € S« Jz(xz =y) < I(p(z,y,z) =0),

onde p(x,y,z2) = rz — y. E ébvio que p(z,y, z) é zero somente se x
divide y, para z,y,z € N.



Exemplo 4 (Relagao x < y): Podemos ver claramente que x é menor que
y se existir um 2z € N tal que

rT=y—z
e o conjunto desejado pode ser expresso como

(x,y) € M « Fz(x —y+ 2z =0),
que ¢é diofantino.

Nosso interesse €, frequentemente, combinar afirmagoes sobre determina-
dos conjuntos, isto é, em geral desejamos obter um conjunto tendo simul-
taneamente duas propriedades distintas que em separado sao diofantinas.
Podemos nos perguntar: é este conjunto diofantino ? Se é, como podemos
escrever um polindmio que o represente ? Para responder a estas questoes,
consideremos os conjuntos diofantinos dados por

r€ S Iz, mmp(x,21,...,2,) =0 (2.7)

yeT « Jwy,...,wq(y,wq,...,w,) =0 (2.8)

que sao conjuntos que obedecem as propriedades determinadas por
p(x, 21, .., 20) € q(y,wq, ..., w,). Definamos

T(Z,Yy 205« vy 20y Wy e e ey W) = pQ(x, Z1yeeey2n) F q2(y,w1, owy) (2.9)

Da definigao anterior, segue-se r(x,y, 21, . . ., Zn, W1, . . ., Wy,) = 0 se e somente
sep(x, z1,...,2,) =0 eq(y,ws,...,w,) =0. Como vimos no inicio, pelo fato
deser Z[xy, ..., x,] um dominio de integridade, entao r(x, y, 21, . . ., Zp, W1, . . ., Wy,)

também é uma equacao diofantina. Este procedimento pode imediatamente
ser extendido para o caso de varios polinomios diofantinos cujas propriedades
queremos fazer valer ao mesmo tempo e que pode ser representado pelo con-
junto simultaneo de equacgoes diofantinas

p(l)(Z:(LI)7 A '7Z’£L1)7w:(Ll)7 A 7w§)1)) - O

m



Este sistema pode ser representado pela tnica equagao

(p(l)(z§1), o2 wil), . ,w(l)))2 + (p(z)(zf), o z(2), w%z), o ,w@))2+

Y n m n m

_‘_._.(p(k)(/z%k)"” (k) wY“),...,w(’“))?:O

r v n m

que, pelos motivos mencionados anteriormente, é diofantina.

Acabamos de apresentar uma maneira pela qual dadas duas propriedades
sobre elementos do conjunto dos inteiros, representadas por uma equacao
diofantina, possamos juntd-las utilizando o conectivo légico “e” (que rep-
resentaremos por’ “A”). Em outras palavras (p(z) = 0 A q(y) = 0) <

(p*(z) + ¢*(y) = 0). Isto implica
(z,y) € S = (p(z) =0Aq(y) =0) = (p°(z) + ¢*(y) = 0).

De imediato, o conectivo “ou” pode ser introduzido como:

(x,y) € S < (p(x) =0V q(y) =0) < (p(x)q(y) = 0)

uma vez que p(x)q(y) # 0 se e somente se p(z) e ¢(y) sdo ao mesmo tempo
diferentes de zero, e p(x)q(y) se anula se pelo menos um dos polindémios p(x)
ou ¢(y) é zero.

A negacao logica também é naturalmente introduzida na linguagem das
equagoes diofantinas, pois

re€S e (mpx)=0) 2px)=2+1Apx)=—2—-1) <

< Jz((p(z) — 2z = D(p(z) + 2+ 1) = 0) < Jz(p'(z, 2) = 0)

onde p'(z,2) = (p(x) — 2z — 1)(p(x) + 2z + 1).

Como vimos, usando-se equacoes diofantinas podemos traduzir os predi-
cados P(z)AQ(y) e P(z)VQ(y) sobre elementos de N (sendo P(x) e Q(y) eles
mesmo representaveis via equagoes diofantinas) nas equagoes p?(z) + ¢*(y) =
0 e p(z)q(y) = 0 respectivamente, onde p(z) = 0 < P(z) e ¢(z) =0 < Q(z).

Neste ponto é valido perguntarmo-nos se podemos traduzir algum “calcu-
lo de predicados” utilizando as equacgoes diofantinas, no sentido de obtermos,

W

LObservemos que o simbolo utilizado para o conectivo légico “e” coincide com o uti-
lizado para representar o produto exterior. Isto nao apresentard nenhuma confusao, pois
ficard claro no texto a que caso estaremos aludindo



para cada subconjunto de N descrito por um predicado P(z), uma determi-
nada equagao diofantina. A resposta a isto é dada mostrando-se a existéncia
de uma equacgao diofantina especial: a exponencial diofantina. De posse
da funcao exponencial diofantina, demonstra-se o Teorema do Quantificador
Limitado, que traduz em termos de equacoes diofantinas um quantificado
universal limitado. Antes disto vejamos algumas defini¢coes en passant sobre
a teoria dos algoritmos e suas aplicagoes sobre sistemas formais.

2.2.1 Algoritmos e Sistemas Formais

Um algoritmo é, intuitivamente, um procedimento “mecanico” que gera a
partir de uma dada sequeéncia finita de simbolos e utilizando um niimero finito
de passos deterministicos uma nova sequéncia finita de simbolos [37] [56]. A
teoria dos algoritmos é formalizada através da Teoria das Fungoes Recursivas
ou das Mdquinas de Turing, e supomos que elas exprimem o conceito intuitivo
de “célculo” fundando-nos na Tese de Church [56]. Com a teoria das fungoes
recursivas podemos definir vérias espécies de subconjuntos dos naturais:

Definicao 2.7 Um conjunto A C wy € recursivamente enumeravel se existe
um algoritmo tal que, aplicado sobre o conjunto dos naturais 0,1,2,3, ...,
tem como imagem A.

Definigcao 2.8 Um conjunto A C wy € recursivo se existe um algoritmo que,
aplicado a todo o n € wy, toma o valor 1 sen € A, e 0 sen & A.

Um dos resultados cruciais na teoria dos algoritmos é que todo o conjunto
recursivo é recursivamente enumeravel, mas nem todo o conjunto recursiva-
mente enumeravel é recursivo [56] [77].

Como sistema formal entendemos:

e Um alfabeto finito, A;
e Sequéncias arbitrarias de elementos de A, o(A);

e Palavras bem-contruidas: o conjunto das palavras bem construidas
WFF Co(A) é um conjunto recursivo de o(A);

e Teoremas: o conjunto T' C W F'F dos teoremas é recursivamente enu-
merdvel em W F'F.
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A teoria de algoritmos é amplamente utilizada no trato com sistemas formais,
uma vez que torna rigoroso o conceito de demonstracao, pois os teoremas sao
conjuntos recursivamente enumeraveis [77].

Nesta se¢ao estaremos interessados em sistemas formais com linguagens
de primeira ordem, como por exemplo L} (a linguagem da aritmética ele-
mentar) ou Lipo (a linguagem da teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel
mais o Axioma da Escolha) [56]. Note que L}, C Ljpc.

Seguindo [22], consideremos uma teoria T' formalizada numa linguagem
de primeira ordem tal que L}, C LY e suponhamos que existe uma fungao
computavel biunivoca ¢ : Sy < wq sobre o conjunto contavel de sentencas de
T, que chamaremos Sy. Suponhamos ainda que L C T e é um conjunto da
teoria.

Seja Tr C St o conjunto de teoremas de T', que é recursivamente enu-
meravel.

Definicao 2.9 Para qualquer teoria T como estabelecido temos:

1. Se Iy C St é um conjunto recursivo, entao T € uma teoria decidivel.

2. Se Tr C Sy nao € um conjunto recursivo, entao T € uma teoria inde-
cidivel.

3. Se, para toda a sentenca & € Sr, ou & € Iy ou =& € I, entao dizemos
que T' € uma teoria completa.

4. Se existe um & € St tal que tanto & &€ Tr quanto =&y &€ Tr, entdo
chamamos T wma teoria incompleta e & wma sentenca indecidivel de
T.

Denotaremos N o modelo standard que prova a aritmética e V o modelo
bem fundado de Von Neumann para ZFC.

Definicao 2.10 Dizemos que a teoria T ¢é aritmeticamente consistente se e
somente se N é um modelo para todas as sentencas em Sa, que sao demon-
strdveis em T, com LY D L}, e sendo Sa, o conjunto de todas as sentencas
da aritmética.

Apos este breve passeio na teoria de sistemas formais, onde definimos o
essencial para o que se segue, voltemos as equagoes diofantinas. Remetemos
o leitor ndo familiarizado com o assunto que tratamos para as referéncias [19]

[46] [54] [56] [77] e bibliografias 14 citadas.
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2.2.2 Uma Equacao Diofantina Exponencial

Em 1961, Martin Davis, Hilary Putnam e Julia Robinson [31] demons-
traram que todo o conjunto recursivamente enumeravel pode ser definido
existencialmente em termos de equacoes exponenciais diofantinas. Equa-
¢oes exponencias diofantinas sao obtidas quando acrescentamos a nossas e-
quacoes polinomiais diofantinas termos do tipo ca11a§2 ---aP" onde os a;
e os 3 podem ser tanto inteiros quanto varidveis [30]. Do fato que nem
todo o conjunto recursivamente enumerdvel é recursivo [19] [56] [37] [77], e
do resultado de Davis, Putnam e Robinson estabelece-se a inexisténcia de
um algoritmo que nos diga se uma dada equacgao diofantina exponencial tem
solugaes.

O resultado que acabamos de enunciar estd intimamente relacionado ao
décimo problema da famosa lista que o matematico alemao David Hilbert
apresentou no “International Congress of Mathematicians” em 1900 [28]. O
Décimo Problema de Hilbert pode ser apresentado como [28]:

Décimo Problema de Hilbert: Suponhamos dada uma equacgao diofan-
tina com numero arbitrario de varidveis e com coeficientes inteiros
racionais. Apresentar um procedimento pelo qual seja possivel determi-
narmos, apos um numero finito de operacoes, se esta equacao é soltuvel
ou nao nos inteiros racionais.

Em outras palavras: encontrar um algoritmo que teste as equacoes poli-
nomiais diofantinas com coeficientes inteiros e nos diga se estas equagoes
apresentam solucoes nos inteiros ou nao.

Como vimos, se pudermos encontrar polinomios diofantinos que repre-
sentem qualquer exponencial diofantina, entao temos uma resposta negativa
para o 102 problema de Hilbert.

A existéncia de tal polinomio foi demonstrada pela primeira vez por Y.
Matijasevic em 1970 [30] usando as propriedades das sequéncias geradas pelos
niumeros de Fibonacci pares e mostrando ser esta sequéncia diofantina.

Uma equacao diofantina explicita representando m = n* foi posterior-
mente obtida por Martin Davis [29]. Apresentamos aqui esta versao de
Martin Davis [28] para a fungao diofantina exponencial, obtida a partir da
equacao de Pell do tipo

22— (a®* —1)y* =1 (2.10)
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onde z,y > 0 e a > 1. Pode-se numerar as solugoes de (2.10), que formam
um conjunto infinito bem conhecido [30], em ordem crescente

T = Xaéogy Yy = ¢aéog
= Xa(l), y=1,(1
=) y—tn(2) (2.11)

onde os 1, sao numeros que crescem exponencialmente. Davis demonstrou
que y = ¥, (k) é diofantina [28] tornando factivel a definigdo de uma expo-
nencial, pois

(20— 1)" < ¢a(n+1) < (20)"

Usando os resultados precedentes, demonstra-se que o conjunto simulta-
neo de eq. diofantinas

2 — (0 =1)y*—1=0

u? — (0> —1)? —1=0

v—ry* =0
b—1—4py=20
b—o—qu=20

s—x—cu=0

- =1)tP=1=0

t—k—4d—-1)y=0

y—k—e+1=0
(x —ylo—n) —m)? — (f — 1)*(20n —n*> —1)* =0
m+g—2omn+n*+1=0
n+h—-—w=0
k+l—-—w=0
0 — (w® —1)(w—1)?22-1=0
tem solugoes nos argumentos x,0,y,u,v,r,b,p,q,s,c,t,e,d, f, g, h,w,l, zse e

somente se m = n”* [28].
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Partindo-se deste conjunto de equagoes diofantinas, podemos construir
uma  Unica  eq. diofantina  A(m,n, k,wi,...,wy) tal que
Jwy, ... we(Alm,n, k wy, ..., wy) = 0) < m = nk, simplesmente fazendo
com que A(m,n,k,wy,...,wy) seja a soma dos quadrados de cada equagao
do sistema anterior. Tal construgao é trabalhosa, mas pode facilmente ser
obtida com o auxilio de um computador dotado de algum bom programa de
Computacao Algébrica?.

O sistema anterior nao é o Unico que representa m = n*. Na verdade
equagoes com apenas b parametros foram obtidas para a exponencial. Isto
se deve ao fato de sempre podermos reduzir o nimero de parametros de uma
eq. diofantina para ao menos 13 [58].

A existéncia de uma equacgao diofantina exponencial nos permite afirmar
que o subconjunto dos ntimeros primos é diofantino. p é primo se e somente
se o sistema de equaces

p=s+1

p=r-+2
q=s!

ap —bg =1

é satisfeito para algum valor de a, b, s,r,g € N. Como s! pode ser represen-
tado como uma exponencial diofantina (cf. [30]) o sistema de eq. anterior é
diofantino. A caracteristica de serem os primos diofantinos se a funcao ex-
ponencial for diofantina foi um argumento muito usado para se conjecturar
que m = n* ndo era diofantina, o que se mostrou errado.

De posse da representacao para a equacao m = n* podemos agora apre-
sentar uma representagao dos quantificadores légicos em termos de equagoes

diofantinas.

2.2.3 Teorema do Quantificador Limitado

Os quantificadores 3 e V, se limitados, podem ser traduzidos em equagcoes
diofantinas de acordo com o teorema [30] [28] [56] que se segue:

2 Alguns programas deste tipo usando as linguagens MAPLE e REDUCE estéo listados
no Apéndice A.
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Teorema 2.11 Seja p(z,y, k, 21, . .., z,) um polinémio diofantino com vari-
aveis zi, ..., z, € parametros x,y, k. Entao

(VE)k<a(321s -« 2n) 1 on<y D@, Y, By 21, oy 2) = 0] =

o 3by, b)) = () =
= (Zﬁrl) = p(xayaQ' - 17617 tt bn) =0 (HlOd (g—;jll))]

onde ) € um polinomio diofantino tal que

Q=Q(x,y) > |p(x,y, k,21,...,20)| +20+y+1

para todos os k < x e para todos os z1 < y,..., 2z, < y. b,..., b, também
sdo escolhidos tais que b; < (J%y),i=1...n.

Note que uma vez em posse da exponencial diofantina imediatamente con-
struimos expressoes diofantinas que representem n! e (}), se lembramos que
estas fungoes sao aproximadas por expressoes do tipo =¥ [30] [28].

Corolario 2.12 Sejam R e S definidos como:
(Y, 21, ., 2n) €S < (2.12)

(VE)k<y(Fz1, .. 20 [Py, ks 21, o 20, 1, - o T) = 0]
(Y, 21,...,2n) € R (2.13)

(FK)k<y(Fz1, .. )Py, By 21, - o 20, Ty oo Ty) = 0]

onde p(y, k, z1, ..., 20, X1, - ., ) € um polinémio diofantino. Entao S e R
sao diofantinos.

Observamos que de fato temos uma sistematica poderosa para contru-
irmos defini¢oes diofantinas de variados conjuntos, aplicando para tal o teo-
rema 2.11 em conjung¢ao com as técnicas apresentadas para a introducao dos
conectivos A e V.

Vejamos agora alguns exemplos de problemas famosos que podem ser
escritos na linguagem das equacoes diofantinas.
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2.2.4 Alguns Exemplos Envolvendo Problemas Famo-
SOS

Exemplo 1: A dltima conjectura de Fermat, também conhecida como ulti-
mo teorema de Fermat, é a seguinte afirmacao: a equacgao

nao tem solugoes para x, ¥, z inteiros > 0 se n for um inteiro maior que

2.

Seja A(m,n, k,x1,...,Ty) uma funcdo que representa a exponencial,
como anteriormente. A expressao anterior pode ser escrita como (omitindo-
se as varidveis, por simplicidade):

A(a,x,n) + A*(by,n) + A*(a+b,z,n) =

:F(&abaxayazanaxla"'73:60) :Oa

implicando ser o tltimo teorema de Fermat falso se e somente se
da,b,x,y, z,n, 1, ..., xe0[F(a,b, 2,9y, 2,n+ 2,21, ... ,260) = 0],

o que nos mostra poder este problema ser reduzido a uma questao sobre
a existéncia ou nao de solucoes de uma dada equacao diofantina.

Exemplo 2: A funcao zeta de Riemann é definida
C(s) =2 n""
n=1

Esta funcao tem um polo em s = 1 e é analitica em todo o plano
complexo, exceto neste polo. ( tem ainda zeros nos pontos -2, -4, -6,
-8, ..., chamados zeros triviais. Todos os outro zeros da funcao zeta de
Riemann sao chamados nao-triviais.

A Hipdtese de Riemann afirma que todos os zeros nao-triviais da fungao
zeta se situam na linha Re(s) = 1/2. Mostra-se que esta hipétese é
equivalente a afirmagao de que ((s) nao tem zeros no intervalo % <

Re < 1.
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Definindo

z—1

0(e) = I1 II ()
n=1j=1
com
n(j) =1, se j nao é poténcia de um primo
n(p*) = p. p primo

a Hipdtese de Riemann pode ser escrita como [30] [56]:

(

2
— n—)2 < 36n° paran=1,2,3,... (2.14)
k<d(n) 2

=

A equacao anterior é diofantina, uma vez que o conjunto dos primos é
diofantino e que o produtério e o somatério limitados sao diofantinos
(em virtude do teorema 2.11).

Os dois problemas apresentados acima podem ser abordados via equa-
¢oes diofantinas de tal forma que demonstrar a existéncia de solugoes para o
polinomio correspondente seria equivalente a demonstrar estas hipétese ou a
falsidade destas hipotese.

Embora seja trabalhoso, polinémios correspondentes aos problemas ante-
riores podem ser escritos explicitamente usando-se as técnicas apresentadas.
A dificuldade que nos surge é a grande quantidade de variaveis envolvidas
em tais problemas, que no caso da Hipdtese de Riemann (usando-se a ex-
ponencial com 20 varidveis) pode chegar a mais de 300.000 [7]. Sabemos
que qualquer eq. diofantina pode ser reduzida a pelo menos 13 variaveis
[58] ou ainda a 9 [49], mas este procedimento de redugao exige a construgao
de uma equacdo diofantina universal cujo grau pode chegar & ordem de 5.
No Apeéndice A apresentamos alguns programas de computacao algébrica us-
ando as linguagens MAPLE e REDUCE que nos constroem explicitamente
tais polinomios.

2.3 O Teorema de Richardson-da Costa-Do-
ria

Nesta secao exibiremos os resultados de indecibilidade e incompletude na
andlise real, advindos do Teorema de Godel (mais diretamente, da resposta
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negativa dada por Matijasevi¢ ao Décimo Problema de Hilbert), expostos no
artigo de Richardson [66]. A versdo que apresentaremos, elaborada por N. C.
A. da Costa e F. A. Doria [22], é uma expansao de resultados encontrados em
[66], que mostram a insolubilidade algoritmica de alguns problemas na andlise
classica. Estes resultados implicam num teorema geral de incompletude na
analise.

Seja F um conjunto de expressoes, numa dada linguagem L. para a teoria
formal 7' com LY D L}, representando fungoes (parcialmente) definidas de
uma s6 variavel dos reais sobre os reais. Se este conjunto F de expressoes se
referir somente a uma algebra especifica de fung¢oes D, explicitaremos isto por
E(D). Deste modo fungoes f € D sao representadas em L1 como elementos
E(f) € E(D). Observemos que nao hd uma correspondéncia biunivoca entre
elementos de D e E(D) posto que uma mesma fungao pode ser “escrita” de
diversas maneiras. D sera uma algebra de funcoes subelementares.

Entao, os seguinte resultados foram demonstrados por Richardson:

e Se a algebra D é fechada pela adigao, subtragao, multiplicacao e com-
posigao de fungoes e contém log 2, 7, e* e sin x, entao o problema dada
uma ezpressao E(f) € E(D) decidir se existe um real x tal que f(x) < 0
sera algoritmicamente insoluvel.

e Se incluimos a algebra D do item anterior a fungdo médulo (valor ab-
soluto) de z, |z|, entdo o problema dada uma expressio E(f) € E(D)
decidir se f(x) = 0 sera algoritmicamente insolivel.

e Se, além dessas condigoes, acrescentamos a D uma fungao B(z) tal
que para nenhuma fungado f(x) em D e nenhum intervalo I € R temos
4=) — B(x) em I, entdo o problema dada uma E(f) € E(D) decidir se

dx
existe uma funcao g € D tal que dz—(f) = f(z) serd algoritmicamente

insoluvel.

Aqui g(z) representa o valor de g € D no ponto x e g(z) = f(x) se e somente
se g e f sao definidos sobre os mesmos pontos e se seus valores sao iguais
nestes pontos.

A idéia por tras da demonstracao de Richardson é a seguinte:

Primeiro suporemos D como a algebra das func¢oes subelementares, ou
seja, D é fechada pela soma, subtracao e multiplicacao de fungoes. D também
contém polindmios, senos, co-senos, exponenciais e os numeros reais log 2, 7
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e todos os racionais. Observemos que esta algebra é extremamente rica®,

uma vez que grande parte dos objetos que trabalhamos em fisica pode ser
representado por elementos de D.

Consideremos um polinéomio diofantino p(y,x1,...,z,) qualquer. Vimos
alhures que Davis, Matijasevic e Robinson demonstraram nao existir um
algoritmo capaz de apontar se p tem zeros ou nao. Permitamos agora que p
assuma valores dos reais sobre os reais e construamos a seguinte funcao:

pQ(ya S P ITL) + ZSiH2(7TIj)K(y, L1y 71‘71) (2]‘5)
j=1
onde K(y,x1,...,x,) é uma fun¢do subelementar répida e monétonamente

crescente com K (0,0,0,...,0) muito grande. A parte de (2.15) que contém
os senos s6 se anula se os x; sao inteiros. Portanto, decidir se a expressao
anterior tem zeros é equivalente a decidir se existem solugoes para a equagao

diofantina p(y, z1,...,x,) = 0, o que é impossivel no caso geral. Formalize-
mos isto, seguindo da Costa e Doria [22].
Comecemos definindo de maneira rigorosa a édlgebra Alz,...,Q] das

fungdes subelementares com variaveis {z; ...} definida sobre os racionais Q.
Definigcao 2.13 A dlgebra Alzq, ..., Q| € tal que:

1. 7w, q, x;, sinx; e e pertencem a A, com q € Q.

2. Se A e B sao elementos de A, entao A+ B, A— B e A- B também
sao elementos de A.

3. A é a menor dlgebra fechada sequndo as condi¢oes anteriores.

Chamaremos A’ a quase-dlgebra definida como A apenas acrescentando ao
item 2 a condi¢ao de que Ao B (o denota composicio de funcgoes) também
seja elemento da dlgebra.

Notemos que como A é definida sobre os racionais, A é um anel enu-
merdvel [12]. E natural extendermos A[Q] para os reais de tal forma que
A[Q] € A[R], onde A[R] é a extensao de A[Q], e desta forma A[R] nao é
contdvel. Seguindo [22], quando for relevante o fato da édlgebra A ser contével
ou nao, explicitaremos no texto.

3E s6 nos lembrarmos, por exemplo, da importancia dos osciladores harmonicos em
fisica.
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Lema 2.14 A ¢ fechada sequndo a derivagdao parcial 0; = 0/0,, .

Demonstra¢dao: Por inducdo. 0,1 = 0;,q = Oiz; = O;(sinz;) = 0;(e™) =0 €
Q C A, parai # j. Ainda 0;z; = 1 € A, 9i(sinx;) = cosz; = sin(z; +5) € A
e 0;(e") = e" € A. Suponhamos que A e B € A, entao é evidente por
inducao e pela linearidade do operador 0; que 0;C € A, C obtido a partir de
Ae B por+,—,0,-. O

Apresentemos agora o primeiro dos resultado listados anteriormente. Como
nesta proposicao constroe-se uma funcao que leva a teoria das equacoes dio-
fantinas em elementos da algebra .4 anteriormente definida, chamaremos esta
construcao functor de Richardson I [22].

Proposicao 2.15 (Functor de Richardson I) Ezxiste uma injeciotp : P —
A, onde P ¢ a dlgebra dos polinomios sobre Z com nimero finito de varidveis
e A € a dlgebra das funcoes subelementares, tal que:

1. Determinada uma expressao para p € P em L}, existe um procedi-
mento efetivo (algoritmo) para obtermos a expressio para F = 1p(p)
em L.

2. 1p € biunivoca.

3. 3% € wi(p(m,T) = 0) se e somente se IZ € R"(F(m,Z) = 0) se e
somente se 3¢ € R"(F(m,Z) < 1), parap € P e F € A.

Na proposi¢ao acima abreviamos (zi,...,x,) por £ € R". Deste modo
p(z1,...,x,) se escreve como p(T).

Demonstragio: E obtida a partir dos lemas seguintes [66] [22]:
Lema 2.16 Se f € A, entao existe um g € A tal que:
1. Vi € R"g(¥) > 1.

2.¥Z,6 e RM|6) < TA .. A6 < 1)
< (9(Z) > |f(Z +0)]).
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Demonstracao: A demonstracao é obtida por inducao sobre o nimero de
etapas que sao nescessdrias para obtermos uma expressao para f(Z). As
expressoes fundamentais (etapa 0) sdo ou constantes ou varidveis. No estdgio
n + 1 as expressoes sao da forma A+ B, A- B, e” ou sin, onde A e B sdo
expressoes obtidas em pelo menos n etapas. Pela construcao de A todas as
funcoes subelementares sao obtidas desta maneira.

Etapa 0: Ou f(Z) = c ou f(%) = z; (x;, como antes, é a enésima compo-
nente de T). Se

f@)=c
definimos
9(Z) = |e| +2
Se
f(@) =
definimos

g(%) = a7 +2

Estas defini¢oes visivelmente satisfazem os itens 1 e 2 do Lema.

Etapa n 4 1: Suponhamos que A e B tenham sido obtidas em ao menos
n etapas e suponhamos ainda que k e h satisfazem os itens 1 e 2 do Lema
para A e B respectivamente. Temos:

e Se f = A+ B definimos g = k + h.
e Se f=A- B definimos g =k - h.
e Se f = e” definimos g = €*

e Se f =sin A definimos g = 2

e ¢ assim contruido satisfaz o Lema. O

Lema 2.17 FExiste um procedimento algoritmico tal que dada uma expressao
para p € P podemos obter expressoes para funcoes k; € A que satisfazem:

=

ki(m, @) > |0i(p*(m, T + 9))|

para §; € R e |6;] < 1.
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Demonstracao: Como A é fechada por 9;, entdo aplicamos o procedimento
do Lema anterior (que ¢ algoritmico) ao argumento entre |---|. Como a
operacao de derivacao é algoritmica, resulta no Lema. O

Definicao 2.18 Sejap € P e k; como no Lema 2.17, definimos:

n

f(m, %) = (n+ D*p*(m, 7) + Z(sin2 mx;)ki(m, )} (2.16)

i=1

Definigao 2.19 F(m,Z) = f(m, 2%, ..., 22).

rrn

Os dois primeiros itens da proposicao 2.15 resultam de imediato destas
defini¢oes, uma vez que (p; # p2) — (F1 # Fy).
Por contrugao, é imediato no item 3 que [66]:

(37 € wy (p(m, ) =0)) — (37 € R*(F(m,7) =0)) —

— (37 e R"(F(m,7) <1

~—
~—

O que precisamos demonstrar ¢ (37 € R"(F(m, %) < 1)) — (37 € wi(p(m, &) =
0)) supondo m € wy.

entao,
n 1
2 g c 2 4 —
,T) + E sin” wx; ) k; (m, ¥) < —— 2.17
p-(m, ¥) Z‘:1( in® ;) k; (m, 7) RS ( )

O lado esquerdo da equagao (2.17) pode ser considerado em separado como
sendo menor que o lado direito, resultando

p*(m, ) < (nT11)4 (2.18)
(sin mvi)% ki(m, &) < n —1|— 0 (2.19)

Seja (x) o ntimero natural mais préximo de x. Mostra-se que, para x > 0,
() — 2| < (sin? 7x)Y/* [66).
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De (2.19) obtemos

n

> Ife) = ilki(m. ) < ni -
De (2.18) e da eq. anterior obtemos
pP(m, &)+ [{2;) — xlki(m, @) < 1 (2.20)

i=1

Usando o teorema do valor médio, p*(m, (%)) < p*(m, %) + Xiy [(x:) —
z;|-|0;p*(m, T, ..., T,)| onde T situa-se no intervalo entre x e (x). Pelo Lema
2.17 temos k;(m, ) > |0;(p*(m, T1, ..., T,))|. Pela eq. (2.20) obtemos

Por hipétes m é um ntimero natural. p? leva naturais nos inteiros. Portanto,
p*(m, (¥)) =0 e p(m, (Z)) = 0, o que completa a prova. O.

A existéncia do functor apresentado nos mostra claramente como obter
resultados de indecibilidade na Anélise Real de uma funcao de varias varia-
veis. Richardson segue adiante e reduz esta funcao de varias varidveis a outra
de somente uma variavel. Esta redugao é feita substituindo cada variavel por
uma funcao que oscila rapidamente em fungao de uma tinica variavel x, como
veremos no:

Corolario 2.20 (Functor de Richardson II) Seja A, a dlgebra das fun-
coes subelementares sobre uma unica varidvel real xr. FEntao existe uma
aplicacao V' : P — A; tal que:

1. ' € construtiva.

2.1 € biunivoca.

3. 37 € wi(p(m,Z) = 0) se e somente se 3z € R(L(m,z) = 0) se e
somente se 3x € R(G(m,x) < 1).

Demonstracao: Definamos
h(x) = zsinx
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g(z) = wsinz®

Dada uma F'(m, ¥) como definida anteriormente, fazemos as seguintes subs-
tituigoes:
x1 = h(x)

xe = hog(x)
xg3=hogog(x)

Tn-1=hogo---og(x)
—_——
n—2 VEZeSs

T, =gogo---og(x)
n VEZEeS

Feitas as substituigoes obtemos G(m, ). Definimos também

L(m,z) = G(m,z) — %

Se F' é construtiva, é evidente que G' e L sao também construtivas, e com
isto demonstramos os itens 1 e 3 (como consequencia da Proposigao 2.15).
O item 2 é imediato, pois p; # py implica G # Go. O

Como os functores ¢ e ¢/ sdo construtiveis, existe um algoritmo que leva
elementos de P em A. No Apéndice A apresentamos um tal algoritmo escrito
em linguagem MAPLE, aplicado a uma eq. diofantina particular.

Lema 2.21 Se
B(m7x> = ’G(ma .I') - 1’ - (G(ma'x> - 1)

entio Yx € R(B(m,z) = 0) se e somente se -3z € R(G(m,x) < 1).

Demonstracao: Imediata. O
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Corolario 2.22 Se

x(m,z) = min(1,2 - 2G(m, x))

onde = — y=3(z—yl+(z—y)) emin(z,y) =z — (z - y), entao

1. =3z € R(G(m,z) < 1) se e somente se Vo € R(x(m,x) = 0).

2. dxr € R(G(m,x) < 1) se e somente se existe um intervalo I, C R tal
que VY € I,(x(m,z) = 1).

Demonstragao: Veja [66]. O

Estendamos a dlgebra A} para uma pseudo-algebra Q tal que (com f, g €

Al):
° 5 € Q, no dominio onde a divisao é definida.
e Ser = [’ f(x)dr (podendo a integral ser imprépria) entdo r € Q.

e n(x) € Q, onde n é a fungao sinal, que é +1 para x positivo, —1 para
x negativo e zero para r = 0.

e dn(x)/dxr € Q.

e Q éfechada segundo operagoes algébricas (finitas) e composicao (finita)
de funcoes, sempre que este objetos forem bem definidos.

Corolario 2.23 FEziste uma fungao 0(m,x) € Q tal que:

1. =3z € R(G(m,z) < 1) se e somente se Vx € R(O(m,z) =0).
2. dz € R(G(m,x) < 1) se e somente se Vxr € R(O(m,x) = 1).

Demonstragdo: Fagamos C'(m,x) = (B(m,x))* com B dado anteriormente.
Definamos agora as integrais impréprias

too O(m, z)e™*

K(m) = / ey,

—o 1+C(m,x)
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K (m) ¢ finita para todo m. Fazemos agora

Podemos agora estabeler o principal resultado de indecibilidade desta
se¢ao, consequéncia da solugao negativa de Matijasevic ao Décimo Problema
de Hilbert [66] [22]:

Proposicao 2.24 Para um m € wy arbitrdrio, nao existe um algoritmo geral
que testa se:

Se existem reais T tais que F(m, ) = 0.

Eziste um x € R tal que G(m,z) < 1.

Vo € RB(m,x) = 0.

Vo € Rx(m,z) =0 ou VYx € Rx(m,z) =1 sobre um intervalo I, C R.
Vo € RO(m,x) =0 ou Vo € RO(m,x) =1 sobre os reais.

S T o v =

Para uma f(m,z) arbitrdria temos f(m,z) = 0(m,x).

Demonstracao: Advém dos resultados anteriores, junto com a solugao nega-
tiva para o Décimo problema de Hilbert. O

Agora vejamos o resultado de incompletude deste Capitulo, que resulta
das Proposicoes anteriores.

Proposicao 2.25 Supondo-se ZFC aritméticamente consistente, pode-se con-
truir uma equacgao diofantina

p(z1,...,2,) =0
em ZFC, tal que nao tenha solugoes nos naturais, mas tal que
ZFCH/ =(37 € wyp(Z) = 0),
ainda que nao possamos demonstrar que

ZFC F (37 € wyp(Z) = 0)
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Demonstragao: Veja [22]. O

Corolario 2.26 Se ZFC ¢ aritmeticamente consistente, entao nem ZFC
A7 € wip(¥) = 0 nem ZFC F (37 € wip(Z) = 0). Além disso, para um
modelo M de ZFC tal gque M D N € um modelo para a aritmética em ZFC,
entio M F —(37 € wip(Z) = 0).

Um resultado geral de indecidibilidade e incompletude pode ser estabele-
cido neste ponto. Seja B O Q uma super-dlgebra qualquer; seja ¥ € Lipq
um predicado definido para B tal que:

ZFCE3f,g € Bo(f) A =(g).

Se £ € Lipc é qualquer expressao nesta linguagem, ||£|| denota a sua com-
plexidade. Czpc(§), a complexidade da demonstragao de &, é o comprimento
minimo que uma deducao de £ a partir dos axiomas de ZFC pode ter. Entao,
conforme [22], temos:

Proposicao 2.27 Se ZFC ¢ aritmeticamente consistente, entdao:

1. Eziste um h € B tal que nem ZFC F —(h) nem ZFC F (h), mas
M = ¥ (h), M dado pelo coroldrio anterior.

2. Existe um conjunto contdvel de funcoes h,, € B, m € wq, tal que nao

existe um procedimento geral de decisao que diga, para um m arbitrario,
se ou Y(hy,) ou —(hy,) é demonstrdvel a em ZFC.

3. Dado o conjunto K = {m : ZFC - ¢ (m)}, e dada uma fun¢ao recursiva
total g : wg — wy, existe um numero infinito de valores para m tal que

Czrc(P(m)) > g([¥(m)]]).

Demonstracao: Veja [22]. O

Para mais detalhes sobre estes resultados veja [22].

Como veremos no capitulo seguinte, o functor de Richardson se apresenta
como uma poderosa ferramenta na demonstracao de questoes formalmente
indecidiveis face a uma axiomatica para a teoria dos conjuntos, como por
exemplo ZFC.

®
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Chapter 3

Algumas Questoes sobre a
Geometria dos Campos de
Gauge

3.1 Introducao

Desde os trabalhos iniciais de C. N. Yang e R. I. Mills [82], Schwinger [68]
[69] [70] [71] e de R. Utiyama [78] que os campos de gauge adquiriram extrema
importancia no estudo das teorias de campos. Na verdade, os principais
avangos na fisica de particulas elementares, nas ultimas décadas, estao ligados
a estas teorias [62] [52].

As teorias de gauge sao, ao menos do ponto de vista cldssico, puramente
geométricas, resultado de uma mistura do conceito de espago-tempo e de gru-
pos de simetria interna. Nestas geometrias podemos definir com rigor todos
os elementos da andlise tensorial classica, como vetores ou formas tensoriais.

Uma das questoes que surgem naturalmente no decorrer do estudo de
determinados campos é sobre a existéncia de um potencial que nos permita
descreve-los. Isto se traduz, na linguagem das formas, como “é o dado campo
representado por uma forma exata 77

Formas diferenciais fechadas da = 0 sao, ao menos localmente, bem repre-
sentadas via Lema de Poincaré como formas exatas, tal que a = df3. Depen-
dendo do grupo de cohomologia da variedade onde se definem, estas formas
podem ser representadas globalmente via derivada exterior de outras for-
mas. Formas diferenciais covariantes fechadas também aparecem em muitas
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situagoes em fisica. Tais formas sao conhecidas como condicoes diferenciais
de Bianchi e qualquer expressao do tipo

Da =0 (3.1)

¢é chamada identidade de Bianchi, com Da representando a derivada exterior
covariante (que definiremos adiante) da forma a.

As identidades de Bianchi aparecem em geral como condigoes geométri-
cas a que os campos de gauge - identificados na maioria das vezes com a
forma curvatura - devem obedecer. Exemplifiquemos isto com alguns casos
conhecidos da literatura. Temos:

Eletromagnetismo Classico: O campo eletromagnético F),,, pode ser ex-
presso através da derivada exterior de um potencial vetor A,

Fo = 0,4, — 0,A,.

Das equagoes de Maxwell na auséncia de fontes, dF = 0, implicando
F =dA (com F = $F,,da"dz” e A = A,da*). A identidade de Bianchi

para o campo eletromagnético pode ser escrita como
DF = 0, F,p =

= 0,F,p + 0,F, + 0,F,, =0,

onde [...] representa a antissimetrizagdo com respeito aos indices entre
colchetes.

Relatividade Geral: Consideremos o tensor de Riemann Rj,, com relagao
a derivada covariante V. A Identidade de Bianchi para Rj,, é:

wBp

VRS, = VuRS,, + VR, + V,RS,5 = 0.

Teorias Classicas de Gauge : Seja D, = 0, + A, a derivada covariante
definida a partir da conexao de gauge A,. O campo F},, é dado pela
curvatura

Fw, = [DmDV] =
- (%AV - ayAu + [A/u Al/]7
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onde A, = Af(z)7,, sendo x um ponto na variedade base (o espago-
tempo, em geral) e 7, os geradores de um grupo de Lie compacto semi-
simples. A identidade de Bianchi se escreve

Dy Fyp =0

e resulta diretamente da Identidade de Jacobi para os comutadores de

As solucoes das Condicoes Diferenciais de Bianchi sao de particular inter-
esse nas teorias de gauge, por estarem associadas aos problemas das copias
de campos de Gauge (3] [4] [13] [33] [34] [35] [38] [81]. Recentemente, o es-
tudo destas solugoes tem apresentado especial relevancia no problema das
anomalias chirais [5] [60] [65], devido as violagbes de equagoes do tipo (3.1)
no processo de quantizacao de determinados campos.

O que faremos neste capitulo é verificar as condicoes nas quais as identi-
dades diferenciais de Bianchi apresentam solugoes nao-curvatura. Feito isto,
mostraremos que dada uma forma conexao que admite solu¢oes nao-curva-
turas, nao podemos demonstrar que esta forma realmente se encaixa nas
condigdes anteriormente obtidas [26]. Vejamos antes uma breve revisao das
teorias de gauge sobre espagos fibrados.

3.2 Geometria dos Campos de Gauge

Um campo é, grosso modo, uma atribuicao para cada ponto x do espago-
tempo de uma grandeza fisica, como por exemplo um vetor representando
a velocidade de escoamento de um dado liquido, atribuicao esta feita de
maneira continua. Campos de gauge sao campos que sao covariantes segundo
determinadas tranformacoes — ditas de gauge — que agem sobre estes campos.

Tendo estas idéias em mente, podemos observar que a maneira natural de
representarmos uma teoria geral de campos de gauge seria ligarmos a cada
ponto do espaco-tempo um espaco interno ou espaco de gauge; 0S campos,
desta maneira, seriam mapeamentos lisos que levariam pontos do espaco-
tempo a elementos do espaco interno ligado a este ponto. As tranformacoes
de gauge se traduziriam em cada ponto como a agao de um grupo de trans-
formagoes levando elementos do espaco interno sobre si mesmo.
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O instrumental matematico com o qual formalizamos todas as idéias
expostas nos paragrafos acima é conhecido como geometria diferencial e o
espago contruido atribuindo-se a cada ponto um espaco interno como espaco
fibrado.

Facamos isto de uma maneira mais rigorosa (seguindo [1] [18][27] [33] [52]
[63]).

Nossos campos sao contruidos sobre uma variedade base M, 4-dimen-
sional, separavel, C*-differencidvel, k > n, tipo Hausdorff (isto é, dados
x,x’ € M existem abertos U,U’" C M tal que x # 2’ implica que = €
U, € U eUNU = () dotada de um tensor métrico riemanniano (ou
pseudo-riemanniano) g, nunca degenerado. Esta variedade M é combinada
localmente com um grupo de simetria interna G, que serd o gerador das
tranformacoes de gauge; M é o espago-tempo.

Lembremos que um grupo de Lie GG é uma variedade diferenciavel dotada
de uma estrutura de grupo e tal que a operagao (a,9) € G X G ag~ ' € G
é diferenciavel [51] [74]. Um grupo de Lie G é simples se e somente se os
unicos elementos que comutam com todos os outros forem sua identidade e
G. Um grupo semi-simples é a soma direta de grupos simples, isto é, dados
dois grupos de Lie simples G e G', o grupo S = G & G’ serd semi-simples.

Tendo isto em maos, contruimos o fibrado principal P(M, G) obedecendo
as regras seguintes [18] [32] [51]:

1. Todo elemento « do grupo de Lie G induz de uma maneira natural
um mapa liso (por liso entendemos de classe C*, 0 < k < +o00) R de
P(M, Q) sobre ele mesmo. Este mapa é definido como R, : (p,«) €
P(M,G) x G — pa € P(M,G) dado por

p(aB) = (pa)B, Vo,p € G, pe P(M,G)

2. O grupo G age livremente sobre P(M,G). Isto significa que pa = p
para algum p € P(M,G) implica o = e, onde e representa o elemento
identidade do grupo G.

3. A cada elemento p = (z,9) € P(M,G), com z € M e g € G defini-
mos uma proje¢ao canonica lisa 7 : P(M,G) — M dada por 7(p) =
m(z,g) =x € M. Com isto M = P(M,G)/R;.

4. O fibrado P(M, G) é localmente trivial, ou seja, para todo = € M existe
um aberto U tal que z € U e tal que 71 (U) ¢ isomorfo a U x G; ou
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ainda, existe um difeomorfismo que leva os elementos p € 7 1(U) em
(7(p), ¢(p)) € U x G tal que ¢(pa) = ¢(p)a,VYa € G. U é chamado
dominio trivializante de P(M, G).

Tecamos alguns comentarios sobre os itens anteriores:

e Dado um ponto x qualquer na variedade base M, a este ponto associ-
amos um conjunto 7~ '(z) definido consistentemente por (7~ *(z)) = .
Por outro lado, se lembrarmos que 7 projeta um elemento do espaco
interno do ponto x no mesmo z, entao 7 !(z) pode ser visto como
este mesmo espago interno em z. 7 '(r) é chamada fibra sobre z e é
isomorfa ao grupo G, sendo ela mesma uma variedade lisa (devido ao
isomorfismo com G).

e Tranformacoes de gauge locais (ou de segunda espécie) podem ser vistas
neste formalismo como acoes de elementos de GG sobre ele mesmo no
fibrado, que vimos ser representada pelo mapeamento induzido R},

e No item 2 estabelecemos ser o grupo de Lie livre. Isto significa nao
impormos nenhuma origem para as coordenadas em (G, de acordo com
o principio de invariancia de gauge.

e Em 3 um ponto no espaco-tempo determina unicamente um ponto no
espago fibrado médulo tranformagoes de gauge.

Retornemos ao espaco fibrado P(M, G) como dado pelos itens anteriores.
Partindo-se de P(M, G) podemos construir os chamados fibrados associados
[51] [74]. Para tal, seja F' uma variedade sobre a qual o grupo de Lie age
pela esquerda. Definimos a agao do grupo G pela direita sobre P(M,G) x F'
como R:(p,q) = (pa,a™lq), « € G e (p,q) € P(M,G) x F. O espago
quotiente E(P(M,G), F) = P(M,G) x F/ R, é chamado fibrado F' associado
ao espago fibrado P(M,G). Pode-se verificar que E(P(M,G), F) é uma
variedade diferencial e que existe uma projegao candnica 7g(z) induzida por
m: P(M,G) — M; o préprio espaco fibrado P(M,G) pode ser visto como
um fibrado associado a ele mesmo, com a fibra /' = G.

Uma segao de um fibrado é um mapeamento liso o : M — E(P(M,G), F)
que atribui a cada valor de x € M um elemento do fibrado E(P(M,G), F)
tal que m(o(z)) = x. Definir uma segdo num fibrado equivale a atribuir a
cada ponto da variedade base um valor especifico para a fibra neste ponto,
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ou seja, determinar um campo sobre M (no sentido que dissemos no inicio
desta segao).

Os vetores {0,}, p = 1...n, formam uma base local sobre M. Como as
derivadas parciais obedecem as relacoes de comutacao

[a;u au] - 07

{0,} é uma base coordenada, pelo teorema de Frobenius.

Definameos a dlgebra de Lie subjacente ao grupo de Lie G como a dlgebra
G identificada com o espago tangente de G no ponto e (e é o elemento iden-
tidade do grupo de Lie G) G = T.G. Se a dimensdo do grupo de Lie G é m
temos dim G = m. Escolhamos um conjunto de elementos {7,}, a =1...m
que forma uma base para T.,G = G. {7,} é composto dos campos vetoriais
invariantes por multiplicacoes pela esquerda de elementos de G dados por

Lit,=71"vVaeG

onde L} 7, ¢ o mapa induzido pelo mapa de GG sobre ele mesmo dado por
L} G — G com R = af. {7} nao forma uma base coordenada, e
obedece as seguintes relagoes de comutacgao

(7o, 1] = Coyi

onde C!, sdo as constantes de estrutura do grupo de Lie G.

A agado de G sobre P(M, G) pela esquerda gera de uma maneira natural,
para cada elemento o € G, um campo vetorial a* dado pela acao do subgrupo
uniparamétrico ¢, = €'*, t € R sobre o fibrado.

O fibrado P(M,G) é, localmente, o produto cartesiano de U x G, sendo
U C M, e portanto também uma variedade diferencial. Definiremos agora
sobre o fibrado tangente associado a P(M,G) um objeto fundamental para
a teoria de campos de gauge, a conexdo. Seja T,P(M,G) o fibrado tangente
associado a P(M,G) no ponto p € P(M,G). TP(M,G) = E(P(M,G),T),
onde T, a fibra, é o espaco tangente a P(M, G). Definir uma conexao I' para
nosso fibrado significa apresentar uma decomposicao lisa de 7, P(M, G) num
espago vertical V e num espagco horizontal H tal que T,P(M,G) =V, & H,.
Esta decomposicao obedece a:

1. O espago tangente T,P(M,G) se decompde na soma direta (ou soma
de Whitney) de um subespago vertical V, e de um subespagco horizontal
H, em todos os pontos p € P(M,G).
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2.V, pertence somente ao espaco tangente da fibra G' no ponto p.
3. Hpa = R H,, para todo a € G e todo p € P(M,G).

4. 'H, varia de maneira continua sobre p € P(M, G).

Definida a conexao I', podemos decompor todo vetor X € T,P(M,G)
como a soma direta de dois vetores v.X e hX tal que X = vX + hX com
vX € V, e hX € H, vX e hX sao chamadas componentes vertical e
horizontal, respectivamente.

A forma conexdo vy pode agora ser definida tal como segue [41] [51]
[63] [74]: seja TyP(M,G) o dual do espago tangente T, P(M,G) no ponto
p € P(M,G). T;P(M,G) é o espaco de todas as 1-formas definidas sobre
T,P(M,G). Note que estas formas, assim definidas, sao valoradas sobre a
dlgebra de Lie G. Construimos um subespaco V; de T P(M, ), o subespago
de todas as formas que aniquilam os vetores horizontais, isto ¢, v, € V;
implica que y(X) = 0 para todo X € H,. Seja agora o campo vetorial
o induzido pelo elemento o da algebra de Lie G, como definido anterior-
mente. Conforme [51], definimos a forma conexao v € V; como sendo o
tnico elemento a € G tal que (a*), é igual & componente vertical de X, para
todo X € T,P(M,G). Uma das consequencias desta definicao é que [51]
Ry = Ad(a 1)y = aya™! (Ad denota a representagao adjunta de G em G).

Das defini¢oes anteriores é evidente que a dimensao de V é igual a dim G,
pois V pertence somente ao espago tangente da fibra, e G é justamente T.G.
Como dimTP(M,G) = dimTU 4+ dim T'G, com U sendo um dominio trivial-
izante de P(M, G) (pois localmente o fibrado pode ser visto como o produto
cartesiano de U x G), entdo dim’H = dim M (considerando TP(M,G) =
V@ H). Tendo isto em vista, podemos definir uma base local para T'P(M, G)
como {(D,,0/0z")}, onde 20/0z = 7, sendo z* um sistema de coordenadas
para G. {D,} é, deste modo, uma base (nem sempre coordenada) para o
espaco horizontal H.

Uma vez que a forma conexao é Lie-valorada, podemos representéd-la como
v =T, = ¥°0/0z" e obter as seguintes relagoes:

V(hX) =" (2}, D) =

= IZVG(D;L) =0
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onde z é a componente horizontal de X na base {D,}. Com isto temos

¥(D,) = 0. (3.2)
De maneira analoga obtemos
0
el ) = 5(1 . 33
V() = G (33)

A tnica 1-forma que é uma solugao nao-trivial para as equagoes (3.2) e (3.3)
é [41]
w' =dz" + szdx“zb. (3.4)

Os I'};, sao conhecidos como simbolos de Christoffel generalizados (heranga

da Relatividade Geral). Constroi-se, a partir da dada conexao, a base {D,,}

em termos das coordenadas z* e z#, usando-se a eq. (3.4), obtendo
0 y O

‘DH = @ — Fubz aza.

(3.5)

A derivada covariante D, pode ser vista como uma projecao da derivada
exterior 0, = 0/0x" sobre o espago horizontal H.

Mostra-se que, para um fibrado principal, é possivel escrevermos a forma
conexao Lie-valorada como [41] [51] [63] [74]

y=g dg+g ' Ag (3.6)
onde A = A¢(z)r%dz", com 7% € G satisfazendo as relagdes de comutagao
[r%, %] = C4r°

onde os C}.. sao as constantes de estrutura do grupo de Lie G.

Mantendo a forma conexao em (3.6) invariante segundo transformacoes
que agem somente na fibra, ou seja, fazendo uma tranformacao R}, no espago
fibrado, com (z,g) € P(M,G) — (z,¢") = (z,ag) € P(M,G), tal que

g7'dg+g " Ag=(g)'dg' + () A (3.7)

A eq. (3.7) é satisfeita se
A'=A+a'Da (3.8)

35



Esta eq. (3.8) é conhecida como Lei de Tranformac¢ao de Gauge e a conexdo
associada Af,(x) é chamada potencial de gauge.
O comutador de D,, é definido como:

Dy, D] = F, 7. (3.9)
F}, € chamado tensor curvatura e é dado por
a a a a Ab Ac
Fi, = 0,4, — 0,A;, + CpL A A,

Em teoria de gauge, F};, ¢ chamado Campo de Gauge. Observemos que F se
tranforma “externamente” como um tensor de 2% ordem.

Aqui é importante e essencial para este trabalho ressaltarmos que tudo o
que foi exposto nesta secao, e nas que se seguem, pode ser formalizado, via
predicados de Suppes, dentro da teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel®
[21].

Agora que ja descrevemos sucintamente a geometria dos campos de gauge,
vejamos alguns resultados. Aconselhamos, a quem nao estd familiarizado com
o que descrevemos nesta secao, a leitura de uma das intmeras referéncias
sobre o assunto, como por exemplo [1] [18] [27] [33] [40] [41] [52] [63] [65].

3.3 Uma Degenerescéncia nas Identidades de
Bianchi

Introduzimos aqui os ja conhecidos, em geometria diferencial, operadores
ix (representando o produto interno com respeito a um campo de vetores X)
e £x (a derivada de Lie com respeito ao campo vetorial X), com £x definida
por

£x(n)y = lm() (G )y — 1)

onde ¢; é um arraste de Lie, representado pelo grupo uniparamétrico gerado
pelo campo vetorial X, e onde Y, = Y|p denota a restricdo de ¥ a p. Em

geral
¢ = e

LA menos que digamos explicitamente o contrario, quando nos referirmos a uma for-
malizagao de uma dada teoria, por simplicidade entenderemos como uma formalizagao
dentro de ZFC; todavia alguns resultados posteriores nao sao necessariamente vinculados
a uma dada forma de axiomatizagao da teoria [21].
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t € R. O arraste ¢; é um automorfismo sobre a variedade M.

Seja V' um espaco vetorial real de dimensao finita; seja V* seu dual, o
espago de todas as formas lineares sobre os reais em V. Seja A(V*) a édlgebra
exterior de V. A partir da suposicao de existéncia de um produto interno,
podemos definir um mapeamento

(...]..):VxV*—=R

linear em ambos os fatores, onde R representa o conjunto dos reais. Para um
dado subespaco linear U C V definimos U° C V* como sendo o subespaco
linear de todas as formas de A(V*) que aniquilam U:

({U|U® =o.

Um ideal T C A(V*) é um subespago linear tal que dado um 5 € A(V*) e
um « € Z temos que S A «a € Z. Um ideal é um conjunto que incorpora
novos objetos pela esquerda via produto exterior. Notemos que a A =
(—1)deefdesag A v e com isto o ideal incorpora também objetos pela direita
via produto exterior. Um conjunto I' C Z é um gerador para o ideal Z se para
todo o elemento 3 de Z podemos escrever [ como 3 = aA~y, onde a € A(V*)
ey € I' Um ideal Z é chamado homogéneo se seu gerador I' tem como
elementos somente r-formas, isto é, se existe um r tal que I' C A"(V*). De
acordo com esta defini¢ao, Z = Y-, ZNA"(V*) se e somente se Z é homogéneo.

Proposicao 3.1 Seja Z C A(V*) um ideal homogéneo e seja U C V um
subespago vetorial de V. Entdo T tem geradores em A(U°) se e somente se

ixx €L, YVa €T,

para todo o x € U.

Demonstragdo: Se os geradores {a,} de Z pertencem a A(UY), entao
ixO[a = O, vX eU.

Entao
ix(zNag) = (ixz) N, €I,

para uma forma arbitraria z.
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Para a demonstragcao da reciproca, veja Sternberg [74], pag. 28. O

De agora em diante, seja M uma variedade n-dimensional real de classe
C*, k > n; seja TM e T*M os fibrados tangente e cotangente, respectiva-
mente, e seja ainda A(M) o fibrado exterior sobre M. As definigoes anteriores
dadas nesta secao se extendem naturalmente para M e suas fibras. Dado um
ideal homogéneo Z C A(M), criamos

D ={X c€TM :ixa € T, Ya € T} (3.10)

Para nossos propésitos, dizemos que Z é nao-singular se e somente se a di-
mensao de D? é constante num aberto regular A C M (A é um aberto
regular se e somente se A = (A)°, onde A e A° sdo o fecho e o interior de A4,
respectivamente).

Neste trabalho nosso resultados serao obtidos a partir das consequéncias
do Teorema de Frobenius. Seja D C T'M um subfibrado p-dimensional,
p < n. Dizemos que D é integravel se D = TN, o fibrado tangente de N,
onde N C M ¢ uma subvariedade imersa em M. Entao:

Proposicao 3.2 (Teorema de Frobenius, primeira versao) D C TM
¢ integravel se e somente se D é uma dlgebra de Lie, isto €, se e somente se

X,Y € D implica [X,Y] € D.

Demonstragao: Veja Sternberg [74]. O

Formemos D° C T*M, o conjunto de todas as formas diferenciais que se
anulam em D, e peguemos o ideal Z(D°) gerado por D° em A(M). Como
o ideal incorpora objetos da &lgebra exterior, D° sempre gera um ideal. Se
d é a derivada exterior em A(M), dizemos que o ideal Z(D°) é um ideal
diferencial se e somente se dZ(D°) C Z(D"). Entao,

Proposicao 3.3 (Teorema de Frobenius, segunda versao) D ¢ integri-
vel se e somente se Z(D°) é um ideal diferencial.

Demonstragao: Veja [74] O

Numa carta local, se as » = n — p formas linearmente independentes
w' € D sao os geradores do ideal, as condicoes diferenciais sobre o ideal sao
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equivalentes & existéncia de 1-formas 9; tais que
dw' =N, i =1, (3.11)

Corolario 3.4 D é integravel sobre uma carta local U C M se e somente se

existem fungoes ué e 3, comu= (ué) mversivel sobre U, e tais que

w' = udF’ (3.12)

Demonstragao: Veja Flanders [43]. O

Notemos que a equagao (3.11) é um tipo de condi¢ao diferencial covariante
que se anula. Agora apresentaremos e provaremos um resultado de Cartan
que extende o teorema de Frobenius a uma situagao mais geral [74].

Teorema 3.5 (de Cartan) SeZ C A(M) nao-singular, homogéneo e difer-
encial, entdo D* ¢é integrdvel.

Demonstracao: Antes precisamos de um lema:

Lema 3.6 Se a € A(M), entao:

’L.[X7y}Oé = d([lx, iy]O[) + ixdiya — iydixa. (313)

Demonstracao: Temos

x| =1 O = Exiva —iy£xa

e também
£XOé = diXa + ide[.
Entao
Z'[X7y}C( = d([lx, iy]O&) + ixdiy& — iydixOé.
0.

Voltando & prova do teorema, notemos que D? é um espaco linear (como
consequéncia da linearidade de ix). Sejam agora Xj,..., X, geradores de
DZ. Entao, da definigao de D, ix,Z CZ,k=1,...,p. Paraa € Z,

Z.[Xi,Xj]Oé = d([ZX“ in]Oé) + Z.XidllXjOé - Z'de’L.XiOZ.
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Claramente o produto de Lie [X;, X;] € D%, posto que cada termo em sepa-
rado na soma acima pertence a D¥. Tendo isto mais as proposicoes anteriores
fica completa a prova. O

Seja agora G C A"(M), r fixo, um conjunto de geradores para Z(G) e
sejam as r-formas w;, i = 1,...,p gerando G. Entao,

Lema 3.7 O ideal nao-singular homogéneo I(G) é diferencial se e somente
se existem 1-formas diferencidveis 9; tais que

dw' = 0; Aw. (3.14)

Demonstragdo: Suficiéncia: Para a € A(M), escrevamos £ = a A w'. Entao
dé = da A w' + (—1)%8 % A duw'.
Como temos, por hipdtese,
dw=0ANuw,

obtemos ' ' '
dé¢ =da nw' + (—1)*Fa A0 AW € T

Para mostrarmos a nescessidade, como dZ C Z, dado £ = a A W', dé =
da Awi+(—1)%8%q Adw'. Como d€ € T, nescessariamente a Adw’ € Z. Aqui
temos duas alternativas: oua € Zou a € Z. Se a € Z, d§ € T trivialmente.
Se nao dw' € 7. Entao dw’ tem que ser uma combinacao linear dos produtos
de 1-formas com os geradores do ideal, isto é,

dw' = 0; AW

3.4 Solucoes Nao-Curvatura para as Identi-
dades Diferenciais de Bianchi

Apresentamos o seguinte quadro geométrico para nosso problema: seja
M uma variedade diferenciavel real de dimensao n, com uma estrutura difer-
encidvel de classe C*, k > n. M serd nossa variedade base. Seja G um
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grupo de Lie semi-simples de dimensao finita. Formamos o fibrado principal
P(M,G), com G sendo a fibra e o grupo que age sobre os elementos da fi-
bra ao mesmo tempo (conforme se¢ao 3.2). Iremos supor também, além de
P(M,G), vérios fibrados associados sobre M. Dotamos P(M,G) com uma
conexao; isto significa que definimos uma decomposicao C* do fibrado tan-
gente de P(M,G), TP, dividindo-o num espago horizontal H e num espago
vertical V, tal que TP = V@& H. A forma conexao v é definida de tal maneira
que aniquile o espago horizontal, y(H) = 0.

Consideraremos formas tensoriais sobre P(M, ) (i.e., formas que aniquilam
componentes em V). No nosso, caso uma forma tensorial G-valorada sobre
M, onde G ¢ a algebra de Lie correspondente ao grupo G, é uma r-forma «
sobre P(M,G), r < n, com valores em G, e tal que dados quaisquer campos
vetoriais X, Y, Z, ... sobre o fibrado,

a(X,Y,Z,..) = a(hX,hY,hZ,...), (3.15)

onde hX denota a componente de X com relagao ao espago horizontal H.
Temos o seguinte: uma condicdo diferencial de Bianchisobre uma r-forma

a é dada por
da(hX,hY,...) =0, (3.16)

onde d é a derivada exterior sobre P(M,G). Note que esta definicio esta
perfeitamente de acordo com o que anteriormente chamamos identidade de
Bianchi, pois a derivada covariante exterior é definida como a projecao da
derivada exterior no espaco horizontal, uma vez definida a conexao. O que
procuramos sao solugdes nao curvatura para (3.16). Dada uma base 7,
para a algebra de Lie G, qualquer forma G-valorada pode ser escrita como
a(X,...)=a"(X,...)7,, e a condigdo (3.16) se torna

da® = —y Aol (3.17)
Nossa principal questao pode agora ser formulada como se segue:

1. Existem formas conexoes v tal que podemos encontrar pelo menos uma
forma tensorial a que nao pode ser obtida das formas curvatura de  so-
bre P(M,G) e que, contudo, ainda satisfazem as condigoes diferenciais
tipo Bianchi para v, como a expressa em (3.17) ?

2. Se existem tais formas, quais propriedades caracterizam estes y'se a’s 7
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Como
QX,Y) = dy(X, ¥) + 51 (X),7(V)], (315)

temos que {2 satisfaz trivialmente a identidade de Bianchi
DQ = 0.

Assim, se « for obtido de combinagoes lineares de €2, entao a deve obedecer
a (3.17). Por exemplo: coloquemos

a=Q N0

Temos
Da = DQ A +(—1)%82Q A DQ,

e ainda a # ). Este exemplo nos impele a definir um conjunto cujos objetos,
por contrucao derivados de €2, obedecam a (3.17).

Seja M o espago de todas as forma cuvaturas sobre P(M,G) e a(—) um
funcional linear definido sobre M com valores no espaco das formas tensoriais
G-valoradas sobre o espaco fibrado. O operador derivada exterior covariante
com respeito a forma conexao vy é denotado D(7).

Definigao 3.8 Dizemos que «(€2) é dependente da curvatura se e somente
se Q@ € M implica identicamente que D(v)a(Q2) = 0.

Seja Q(~) uma forma curvatura sobre P(M, ), derivada da forma conexao
7, e seja B(§2) a algebra linear sobre R gerado por 2 e suas contragoes, pro-
dutos, produtos de Lie e equivalentes. Seja K () C B(2) a restricao de B a
algebra linear das das formas tensoriais G-valoradas sobre P(M, G). Entao,
um elemento arbitrario v de K é dado por algum funcional linear a(2).
Fagamos K° = {a € K : D(y)a = 0}. Seja 7/ uma outra forma conexao so-
bre P(M,G), e seja ) a forma curvatura correspondente. Em geral, mesmo
se D(7)a(R2), podemos ter D(v")a(€'). Contudo, existirao alguns funcionais
a tal que a derivada exterior covariante Da = 0, para qualquer v e 2. Es-
crevamos

AQ) = {a € K°(Q) : D(y)a(Y) =0, qualquer 7'}

Mostra-se que A(Q) = {kQ : k € R}.
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Definigao 3.9 Um forma G-valorada o sobre P(M,G) é nao-trivial se e
somente se a # 0 e a € independente da curvatura.

Responderemos agora as duas questoes anteriores simultaneamente.
Suponhamos a existéncia de uma r-forma tensorial a sobre o fibrado
P(M, Q) dotado de uma forma conexao ~y tal que

h(da(X,Y,..)) =0 (3.19)

sobre um dominio aberto trivializante 7=1(U) = U x G € P(M,G), U C M.
Seja Z(«) o ideal em A(P) gerado pelos a®. Suponhamos ainda que o grupo
fibrado coincide com o grupo de holonomia da conexdao de Ambrose-Singer,
gerado pela forma curvatura € associada a 7 [51].

Lema 3.10 Se ezistem tais o, entdo Z(«) € um ideal diferencial nao-singular
homogéneo em A(P).

Demonstragao : Imediata, como consequéncia da eq. (3.17) junto com o
Lema 3.7. O

Lema 3.11 Se existem tais a®, entdo para Z(«), V C DT.

Demonstragao: Se 3 é uma forma qualquer sobre P(M, G), dado um gerador
a® para Z(«), se X é um vetor vertical sobre P(M, G), isto é, hX = 0, temos

ix(BAQY) =ixB Ao+ (=1)"83 Nixa®
Como, por definicao a*(hX,hY,.. )1, = a*(X,Y,...)7, temos
ix(BAa®) =ixBAa”

para hX = 0. Isto implica, junto com a construcao de D?, que qualquer
vetor vertical X pertence a D?, o que completa a demonstracao. O

Observemos que o lema anterior pode naturalmente ser estendido para
a® = 0, o que nos mostra que um D? construido da maneira dada anterior-
mente sempre conteria ao menos o espaco vertical V.

Lembremos agora que a forma conexao 7 divide o fibrado em dois espa-
¢os: o espaco horizontal ‘H e o vertical V, tal que localmente TP =V & 'H.
Como V C D?, é imediato que D* =V @ K, onde K C H, K = D¥ — V.
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Definicao 3.12 Z(«a) € trivial se e somente se K = 0. Z(«) ¢ nao-trivial se
e somente se K # 0.

Podemos provar agora que existem Z(«a) nao triviais, e relacioné-los com
nossos objetivos:

Proposicao 3.13 As sequintes condicoes sao equivalentes:

1. Z(«) € nao-trivial.
2. IC € horizontal, integrdvel e v restrito a variedade integral de IC € plana.

3. Existe uma r-forma tensorial G-valorados o sobre P(M,G) que € ndo-
trivial nao relacionada a curvatura que satisfaz as identidades diferen-
ciais de Bianchi com respeito a 7.

Demonstracao: Que 3 implica 1 é imediato. Mostraremos que 1 — 2 — 3.

(1 — 2) Suponhamos que K seja diferente de zero. Por defini¢ao, K é
horizontal. Se Z(«) é um ideal diferencial, homogéneo e nao-singular, entao
IC é integravel, como resultado do Teorema de Frobenius. Seja K sua sub-
variedade integral em P(M,G). Entao, a restrigao de v a K, denotada 7,
¢ uma conexao parcial plana [50].

(2 — 3)Suponhamos que, por hipétese, v seja plana. Suponhamos ainda
que estejamos sobre um dominio aberto trivializante de P(M, G). Podemos
escrever, via Teorema de Frobenius, para uma dada base da Algebra de Lie
e para 1-formas 0* que determinam K

do® = —y¢ N6, (3.20)

Como v é plana, existe uma tranformagao de gauge que leva yx em 0 e os 6¢
em 0 = g26° tal que temos d0” = 0. Chamamos este gauge de gauge zero para
k. Seja A(f) a 4lgebra exterior gerada pelos 8", Devido & linearidade da
4lgebra, no gauge zero se n € A(f), entdo dn = 0. Entdo, se @® € A(f) for um
conjunto de r-formas, r < dim(/K), homogéneas linearmente independentes,
temos, no gauge zero, da = 0.

Voltando ao gauge original da equagao (3.20), temos:

da® = -y A ab.
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O que completa a demonstragao.O

Com isto respondemos positivamente a questao 1 apresentada anterior-
mente: existem solugoes nao-curvatura de grau arbitrario para as Condigoes
Diferenciais de Bianchi exatamente quando Z(«) é nao trivial, ou quando a
conexao 7y se divide em v = y! @ ~°, onde 7° é uma forma conexdo parcial
plana que determina um K integravel, no sentido de Kamber e Toundeur
[50].

Para respondermos a segunda questao, consideremos o seguinte: Se « é
uma 1-forma tensorial, o espaco gerado pelos a® aniquila V & H. Contudo,
a Proposicao 3.13 nos permite afirmar que, num dominio trivializante U de
P(M, @), existe uma tranformagao de gauge que leva cada a® numa forma
exata, isto é, existe, ao menos neste dominio, um mapeamento de gauge

g: P(M,G)|U — P(M,G)|U tal que
df = g tag, # uma funcao (3.21)

onde g = (gy') na representacao adjunta.

O mesmo se aplica a r-formas, r > 1, que satisfazem a eq. (3.16). Todas
elas serao expressas como formas (localmente) exatas G-valoradas no mesmo
gauge, que ¢ aquele no qual a parte plana da conexao vai para zero.

Isto pode ser enfatizado no

Corolario 3.14 SeZ(«a) € nao-trivial, entao existe um gauge onde, ao menos
localmente, podemos escrever a® = d3%, para todos os indices a.

podendo ser complementado por
Corolario 3.15 Se Z(«a) € trivial, entio I(a) = Z(2).

Neste ponto, vejamos um resultado de indecidibilidade.

3.5 Uma Questao Indecidivel sobre a Geome-
tria dos Campos de Gauge

Nas duas secoes anteriores mostramos que, dadas algumas condi¢oes bem
definidas sobre a forma conexao, existem r-formas Lie-valoradas nao trivi-
ais sobre o fibrado que satisfazem as identidades de Bianchi com repeito a
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conexao . Uma questao que podemos nos colocar é: dada a forma conexao,
podemos saber se ela obedece ou nao estas condigoes 7 De outra maneira:
dada uma propriedade sobre um determindado campo de gauge, podemos
determinar se um dado campo especifico a satisfaz 7 A resposta a estas
perguntas é ndo, como mostraremos a seguir.

Proposicao 3.16 Se ZFC' é aritmeticamente consistente entao:

1. Dado um fibrado principal P(M,G), existe uma forma conexdo ~y para
a qual € verdadeiro, num dado modelo M de ZFC (onde M contém o
modelo standard N), que o ideal associado Z(«) € trivial, mas isto nao
pode ser demonstrado dos axiomas de ZFC.

2. Dado um fibrado principal P(M,G), existe uma forma conexao X\ para
a qual € verdadeiro, num dado modelo M de ZFC (onde M contém o
modelo standard N ), que o ideal associado I(«) € nao-trivial, mas isto
nao pode ser demonstrado dos axiomas de ZFC.

3. Eziste uma familia enumerdvel de de formas conexdo v,,, m € N (N
representando os naturais), tal que, para um m qualquer, nao eziste
nenhum algoritmo que possa decidir se o ideal correspondente I,,(«) €
trivial ou nao.

Demonstracao: O nosso resultado vem do Teorema de Richardson, apresen-
tado na secao 2.3, em conjunto com os seguintes lemas:

Lema 3.17 Se ZFC ¢ aritmeticamente consistente, entdo podemos explicita
e algoritmicamente construir a expressao para uma fungdo 0,,(x) € Q tal
que:

1. Para todo o real x, 0,,(x) = 0 se e somente se nao existem reais y tal
que By, (y) >0

2. Para todo o real x, 0,,(x) =1 se e somente se existe um real y tal que
Bn(y) >0

onde By, (y) € o mesmo da secao 2.3

Demonstracao: Veja Secao 2.3 O
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Lema 3.18 Se ZFC ¢ aritmeticamente consistente, entdo nao existe nenhum
algoritmo geral que decide, para um m arbitrdrio e para um conjunto dado

(m(z) € B, se
para todos os reais x.

Demonstracao: Fazendo-se

Voltando a proposi¢ao. Seja U C M um dominio trivializante do fibrado
P(M,G) tal que U x G seja uma trivializacao local. Fixemos para esta
trivializacao um sistema de coordenadas local, e seja ainda 7° neste sistema
a forma conexao tal que o ideal Z(«) ¢ trivial e A° a forma conexao tal que
Z(«) é nao trivial. Formemos localmente as formas

7= (1= By’ + B')X°

A= B(a')y" + (1 = Bla'))\’

onde 2! é uma das componentes das coordenadas locais sobre M, e onde
B(x) é a fungao definida na segao 2.3. Das equagoes acima, podemos ver que
v satisfaz o item 1 e X\ 0 2, uma vez que B(x) = 0 mas que em ZFC nao
podemos demonstrar isto.
Definamos agora
Y = (1 = 0,)7° + 0, \°

e o item 3 resulta como consequéncia do lema 3.18.
®
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Chapter 4

Indecidibilidade na
Relatividade Geral

4.1 Introducao

No capitulo precedente, obtivemos um resultado de indecidibilidade face aos
axiomas de ZFC na teoria dos campos classicos de gauge. Percorrendo a
idéia de que proposicoes indecidiveis estao por todo o lado, vejamos aqui um
exemplo na Relatividade Geral.

Em trabalhos anteriores, mostramos que a existéncia de espagos-tempo
genéricos estava ligada a compacticidade das variedades em questao: nao
existem variedades compactas genéricas, mas existem variedade nao com-
pactas genéricas [6] [25]. Dando sequéncia a estes trabalhos, discutiremos
uma possivel interpretacao para variedades genéricas como objetos aleatorios.

Neste Capitulo, nosso principal interesse se assenta no comportamen-
tos das 4-variedade diferencidveis M que admitem uma estrutura espaco-
temporal (M, g) (g é um tensor métrico de Riemann, nunca degenerado). Es-
tas variedades serao solucoes particulares das equagoes de Einstein com deter-
minadas distribuicoes de matéria. Para tal, seja T'M o fibrado tangente de M.
A imposicao de um tensor métrico é feita especificando-se um mergulho par-
ticular de P(M,0(3,1)) C P(M,GL(4,R)) em
P(M,GL(4,R)), sendo O(3,1) o grupo de Lorentz ¢ GL(4,R) o grupo de
tranformacoes lineares reais de dimensao 4. T'M sera um fibrado associ-
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ado a P(M,0(3,1)) [41]. A formalizacdo da Relatividade Geral na teoria
de Zermelo-Fraenkel, com a ultilizacao dos Predicados de Suppes pode ser
encontrada em [6] [21] [25].

4.2 Genericidade, Aleatoridade e uma Ques-
tao Indecidivel

Suponhamos dada uma formalizacao para a Relatividade Geral numa
teoria como, por exemplo, ZFC. Nesta teoria, podemos nos questionar sobre
a propriedade do conjunto & de todos os espacos-tempo, definido como um
subconjunto de P(r?), & C PR?, dos mergulhos de variedade 4-dimensionais
contidas difeomorficamente em R° [56] [25].

E bem conhecido que existe um mergulho liso que leva uma variedade
riemanniana qualquer de dimensdao n em R?"™! [15] [55]. Como resultado,
é sempre possivel mergulhar um elemento qualquer de S em R? (isto pode
ser refinado para que o mergulho seja feito em R®, conforme [15], mas para
nossos propodsitos isto serd irrelevante). Entretanto, apesar da existéncia
deste mergulho, nao nos surge nenhuma estrutura topoldgica induzida para &
que seja “espontanea”. Isto se reflete pela dificuldade que temos em imaginar
quando uma sequncia de espagos-tempo é continua, isto é, “aproximar” um
dado espaco-tempo por uma sequéncia continua de espagos-tempo.

Apesar destas dificuldades, podemos dotar S de diversas topologias difer-
entes que sao bastante razoaveis. Descreveremos neste capitulo uma estru-
tura topoldgica simples para o conjunto das 4-variedades reais lisas e nao-
compactas. Esta estrutura servird como topologia para S, uma vez que
excluiremos do conjunto de espacos-tempo as variedades compactas. Var-
iedades compactas podem ser excluidas de &, uma vez que o conjunto de tais
variedades tem cardinalidade ¥y e o conjunto das variedades nao-compactas
tem cardinalidade 2™ [25]. Com isto, a probabilidade informal de ser nosso
universo compacto parece inclusive ser nula.

4.3 Uma Topologia para S

Comecaremos esta se¢ao enunciando o seguinte:
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Proposicao 4.1 ZFC F “Se M ¢ uma variedade real lisa de dimensao n,
entao M ¢ triangulizavel”.

Demonstragao: Veja [14] [79]. O

Como dissemos, o foco de nosso interesse sao os espacos de dimensao 4
que podem ser espacos-tempo. Necessitamos nesse caso da Proposicao:

Proposicao 4.2 ZFC + “Se M ¢ uma variedade topoldgica ndao-compacta
real de dimensao 4, entao M € alisdvel, isto €, pode ser dado um mapa liso
que € compativel com a estrutura topologica da variedade.”

Demonstragao: Veja [64]. O

Corolario 4.3 “ZFCF Se M ¢é um complexo simplicial com uma estrutura
de variedade topologica 4-dimensional real, entao M € alisavel.”

Demonstracao: Imediata, a partir da Proposicao 4.2. O

Além deste resultados, necessitamos de algumas propriedades adicionais
no que se refere aos atlas da nossa variedade. Seja A = {(B;, ¢;)} um atlas
para a variedade M onde os dominios das coordenadas locais sao {B; : i €
wo}, com Ujey, Bi = M. As propriedades exigidas para as cartas e seus
dominios sao:

[i ] Os dominios B; das coordenadas ¢;, i € wy, pertencentes ao atlas da
variedade n-dimensional M devem ser difeomorfos a uma bola aberta
n-dimensional.

[ii | O atlas satisfaz a propriedade de interse¢ao finita, ou seja, dado um
dominio By, da coordenada ¢y existirda no maximo um ntimero finito de
coordenadas ; tal que By, N B; # 0, k # 1.

liii | B; € By, para todo i,j € wy tal que i # j.

onde entendemos por“ bola aberta n-dimensional” um aberto que é diffeo-
morfo a R” com sua estrutura diferenciavel usual.
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Estas condigoes impoem que qualquer variedade real n-dimensional lisa
seja obtida a partir de duas sequéncias enumeraveis (ou até mesmo finitas)

de mapas
gOliBlﬁRn,...,gDiiBi—>Rn,... (41)

onde ;; = @; o @jl\%(Bi N B;), pois um atlas determina completamente a
variedade em questao.
Abreviemos

BiNnB;N---N B, = Bjj & (4.3)
Com isto

Definicao 4.4 Se M é uma variedade real lisa de dimensao n, entao a cober-
tura {B;} é chamada boa cobertura se e somente se todos os B;;. x sao difeo-
morfos a bolas abertas n-dimensionais

e podemos formular a seguinte Proposicao, com M dado como anteriormente:

Proposicao 4.5 ZFC'+ “M tem uma boa cobertura, homomorfa as estrelas
abertas numa triangula¢ao de M, que satisfaz as condi¢oes [i]-[iii]”.

Demonstragao: A demonstragao encontra-se em [11]. Em [11] mostra-se
também que, dada uma cobertura que satisfaz as condigoes [ii] e [iii], sempre
podemos refina-la para uma boa cobertura.O

Como dissemos, o conjunto de todas as variedades nao-compactas tem
a cardinalidade do continuo. Isto significa que existe um mapa ¢ que leva
elementos de S em (wp)“°, o que equivale a dizer que podemos associar a
cada elemento de & uma sequéncia infinita de inteiros. Desejamos obter
explicitamente um tal mapeamento. Com isto em mente, consideremos o
conjunto C, o conjunto de todos os conjuntos possiveis {B;; }.

Lema 4.6 ZFCt “Existe um mapeamento biunivoco e sobrejetor A : C — wy
que € computdvel.”

Demonstracao: Formemos uma enumeracao efetiva para os elementos de C,
da maneira seguinte:
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e Para qualquer B;; , € C temosi < j <...<k.
e B;; i € ordenado pelas regras:
1. Primeiro ordenamos pela ordem crescente da soma s dos indices,
s=1+75+---+k;
2. Dado um valor sy para a soma, ordenamos “alfabeticamente” a
colecao finita de conjuntos B;; j tais que ¢ +j 4 ---k = 5.
Esta ordenacao nos resulta em algo como:

C - {B()l? BOQ7 BO37 BlQa BO47 Bl37 B0137 .. }

que ¢é o desejado. O

Seja Fin(C) o conjunto de todos os subconjuntos finitos de C.

Corolario 4.7 ZFCtF “\ induz um mapa \* : Fin(C) — wy que € biunivoco
e computavel.”

Demonstracao: Imediata, como escolio da demonstragao anterior. O

Indicaremos (wp)e a codificagdo de todos os subconjuntos finitos de C
sobre os naturais, como dada. Para um C; C C, uma codificagao efetiva (ie.,
computavel) também pode ser encontrada, como consequéncia da original, e
serd denotada (wp)c,

Construamos uma mapa biunivoco e sobrejetor de S sobre (wg)“° seguindo
as seguintes etapas, feitas de uma maneira recursiva:

1. Seja B = {B; : i € wy} uma boa cobertura. Mapeamos todos os
dominios de coordenadas B; biunivoca e sobrejetivamente sobre wy.
(wo)s denotard tal codificagao.

2. Selecionemos um subconjunto contavel K = {p; : i € wy}, denso no
espaco de todos os difeomorfismos de B; sobre R*, e formemos K“°.
Entao uma coordenacao para a cobertura B é um par ordenado (B, ¢),
p € K, dado pelas sequéncias (n,p(n)), n € (wo)z-
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3. Agora descrevamos a boa cobertura através de seus elementos em C.
Comecemos com By. By intersecta um numero finito de elementos na
boa cobertura B, isto é, intersecta um conjunto finito Cy C C, onde
todos os elementos de Cy sao da forma By;jx..;. Como Cy ¢ um conjunto
finito, de posse da codificagao para (wp)c,, onde Co = {... Boijk..m - - -},
determinamos um inteiro positivo ng. Feito isto definimos F;(0) = no.

4. Feito isto, escolnamos o menor indice depois de 0 em By;jp..., digamos
7, € coloquemos 7 = 1. Renumeramos tudo de novo, de acordo com a
codificacao anterior, e seguimos para a etapa posterior, com o novo Bj.

5. Suponhamos dadas as contrucoes para todos os B;, ¢ < k, e que estamos
entrando neste momento na k-ésima etapa. Excluimos de C todos os
conjunto que ja foram ultilizados em etapas anteriores e que ja nao
sao mais necesséarios, obtendo Cj e sua respectiva codificacao (wp)c,-
Escolhemos, como no item 3, a parte da boa cobertura que tem indice
k e obtemos o correspondente ny. Definimos Fys (k) = ny. Escolhemos
entao o menor indice em By,;.., digamos 7, e renumeramos tudo de novo
com ¢ = k + 1. Feito isto seguimos para uma nova etapa.

Notemos que associamos um mapa de cada cobertura para uma dada
variedade M sobre wy. Como no item 2 selecionamos somente subconjutos
densos IC, é imediato que duas variedades M que diferem por um conjunto
magro tem o mesmo mapa que mencionamos. Construamos o conjunto M
de elementos de S médulo conjuntos de primeira classe (magros) em S. Com
isto, como qualquer F' € (wp)“° serd associado a uma boa cobertura para
uma variedade em M, ou seja, para cada F' € (wp)“° temos associado um
F) dado pela construcao anterior, onde cada elemento de M é denotado por
uma unica sequéncia (Fy(n), p(n)), é facil obter o mapeamento biunivoco e
sobrejetor desejado ¢ : M — (wp)“°.

Demonstramos o:

Proposicao 4.8 ZFCF “Existe um mapeamento sobrejetivo e biunivoco ¢ :

M — (u}())wo. ”

Corolario 4.9 ZFCt “Existe uma correspondéncia biunivoca e sobrejetora
k:Ir — M7 onde Ir é o conjunto de todos os irracionais, Ir C R.
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Demonstragao: Veja [48].0

Corolario 4.10 ZFCt “Existe uma correspondéncia biunivoca p : B - Ir —
M7 onde B-Ir C [0,1] C R denota o conjunto dos bindrios irracionais.

Demonstracao: Seguindo a linha do Corolario anterior, uma vez que bindrios
irracionais podem ser vistos como expansoes binarias de reais contidos em
[0, 1] que nado terminam numa sucessao infinita de zeros ou uns. O

Estes corolarios nos permitem que definamos uma topologia para M.

Definigao 4.11 A topologia de M € a topologia induzida (ou co-induzida)
de v,k ou p, como dados anteriormente.

Da defini¢ao 4.11 obtemos que M é um espaco métrico completo e separavel,
isto é, um Espaco Polonés [76]. Mais ainda: M é completamente desconexo.

Obtida uma topologia para M, vejamos algumas propriedades deste es-
paco.

4.4 Computabilidade, Aleatoriedade e Inde-
cidibilidade em M

Primeiro comecemos dizendo o que entendemos por um espaco-tempo com-
putavel:

Definicao 4.12 M € M ¢ computavel se e somente se Fy; € computdvel.
o que resulta na

Proposicao 4.13 ZFC'F “O mapa ¢ leva objetos computdveis sobre objetos
computaveis”.

Demonstracao: Imediata, a partir da construgao de ¢. O

Nosso interesse é comparar aleatoriedade com genericidade (no sentido
da teoria dos conjutos [8] [19] [54]). Necessitamos entdo de uma definigao
adequada, para nossos propositos, de aleatoriedade. Usaremos o conceito de
aleatoridade estabelecido por Kolmogorov e Chaitin, que pode-se demonstrar
ser equivalente a defini¢ao de aleatoriedade de Martin-Lof [16].
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Definigao 4.14 M € M ¢ K[olmogorov|C|haintin|-randomico se e somente
se M = p(o) eo € B-Ir é uma sequéncia bindria infinita KC-randdomica.

Para uma caracterizacao do que vem a ser uma sequéncia KC-randomica
veja o artigo de Chaitin [16].
De 4.14 obtemos:

Proposicao 4.15 ZFCF “O conjunto de todos os espagos-tempo KC-randomicos
de M € de medida 1 (tem por complemento um conjunto de medida zero) na
medida imduzida”.

Demonstracao: Imediata, através do homomorfismo p. O

Intuitivamente, “aleatoridade” e “genericidade” sao conceitos que devem
estar intimamente ligados, se lembrarmos que genericidade ¢ o conceito com-
plementar a construtibilidade (no sentido de Gddel [56]) e que elementos
construtiveis sao justamente aqueles que obtemos de uma maneira “deter-
ministica”. Esta intuigao é corroborada pelos modelos booleanos de Scott-
Solovay [72], que originalmente eram construidos sobre fungoes aleatérias e
algebras de Borel. Imediatamente segue-se a questao: podemos relacionar
formalmente “aleatoriade” e “genericidade” 7 A resposta a isto serda dada
na Proposicao 4.17. Entretanto, antes de enunciarmos o resultado principal
deste capitulo, estabelecamos uma relacao de equivaéncia entre diferentes
elementos de M.

Seja M um elemento de M. Como ja asseveramos, toda a variedade difer-
enciavel lisa M de dimensao 4 pode ser mergulhada num espago euclideano
R?. Desejamos identificar espacos-tempo que diferem apenas pela acao de
um grupo de difeomorfismos, e que portanto sao “indistinguiveis” do ponto
de vista da fisica. Isto é feito considerando o grupo de difeomorfismos D de
R?; fazemos com que este grupo atue sobre o mergulho de M e colapsamos
seus elementos pela acao do grupo. De outra maneira, obtemos o espaco
quociente M /D.

Definicao 4.16 N = M /D ¢é o conjunto dos espagos-tempo fisicamente dis-
tintos.

Se dotamos N de uma topologia projetada de M, entdo N' = M/D
também ¢é um espaco poloneés, e a sequéncia de espacos KC-randomicos em
M é novamente mapeada sobre um conjunto de medida 1.

Neste ponto podemos estabelecer o resultado principal deste capitulo:

95



Proposicao 4.17 A sentenca “O conjunto dos espacos-tempo fisicamente
distintos e KC-randomicos € igual ao conjunto dos espagos-tempo genéricos
fistcamente distintos modulo um conjunto de medida zero” é indecidivel em
ZFC, supondo-se ZFC' consistente.

Demonstra¢ao: Primeiro exibimos um modelo no qual v (i representa a
sentenga entre aspas na Proposi¢do acima) é verdade para depois exibirmos
um modelo no qual =) é verdade. Para isto precisamos do Lema:

Lema 4.18 V=L | ¢

Demonstracao: Imediata, uma vez que

V =L E “O conjunto de todos os objetos genéricos é vazio”.

Para um modelo em que valha 1) consideremos o seguinte: seja L o uni-
verso construtivel de Godel, e LP sua extensdo booleana tal que L? = “ZFC
+ 2% > Ny + Axioma de Martin” [54]. Com |X| denotando a cardinalidade
do conjunto X, é sabido que

Proposigao 4.19 L? | “Se X ¢ um espaco polonés e se U C X € tal que
|U| < 2%, entdo U é um conjunto magro em X 7.

Demonstragao: Veja Kunen [54].0

e também

Lema 4.20 L? = M| =R;”
Demonstragdo: Resulta da conservacao da cardinalidade [8] [25].0

Lema 4.21 L? = “O conjunto de todos os espagos-tempo fisicamente dis-
tintos M — M € de medida 0 em M.
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Demonstracao: Segue de imediato dos Lemas 4.20 e 4.19, pois subtraimos de
um conjunto de medida 1 um conjunto de medida 0.0

Como M obedece a propriedade da intersecao finita, M forma um filtro,
e com isto

Proposigao 4.22 LZ = “O conjunto dos espacos-tempo fisicamente distin-
tos KC-randomicos é igual ao conjunto dos espacos-tempo genéricos fisica-
mente distintos modulo um conjunto de medida 0.

Demonstracao: Imediata, indo-se para o espaco quociente com a topologia
descrita anteriormente, em virtude dos lemas. O

Acabamos de deduzir que nao podemos demonstrar usando-se os axiomas
de ZFC que os conjuntos genéricos sao iguais aos conjuntos KC-randomicos
(médulo algum outro conjunto irrelevante). De uma maneira geral, estes os
conjuntos KC-randomicos e os conjunto genéricos nao coincidem. Isto pode
ser enfatizado lembrando que existem sequéncias construtiveis (no sentido de
Godel) nos B-Ir € LP e que, se u € B-Ir € LP é uma sequéncia genérico,
podemos facilmente obter uma outra sequéncia f(u) que nao satisfaz a Lei
dos Grandes Numeros, e que ainda assim nao sera contrutivel.

O que nos resta perguntar ¢é se os dois conjuntos podem coincidir médulo
um conjunto irrelevante menor que o conjunto de medida 0 da Proposigao
4.17. Para que possamos entender melhor isto, consideremos os argumento
seguintes.

Suponhamos que acreditemos existir uma classe nao contavel propria V
= ZFC. Usamos o Teorema de Lowenheim-Skolem [19] [54] para passarmos
de V para um modelo contavel M, que posteriormente restringiremos para
o universo contavel construtivel L. Tudo isto pode ser feito transitivo pelo
colapso de Mostowski [54]. Entdo temos que todos os binarios (B-Ir)t C
B-Ir € V, devido a transitividade. Quando fazemos uma extensao por forcing
L(g), nescessitamos de um filtro genérico g, que no nosso caso pode ser obtido
de 2«0, Como g é genérico, g ¢ L, e sim g € (B-Ir—(B-Ir)¥). Pode-se mostrar
que o conjunto (com respeito a V) de todos os g genéricos assim obtidos é
residual e tem medida 1 em B-Ir. Além do mais, este conjunto nao coincide
com o conjunto de todas as sequéncias binarias KC-randomicas em B-Ir,
uma vez que existem sequéncias KC-randomicas que nao sao genéricas, na
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construcao usual de g, e que existem filtros genéricos que nao sao randomicos
(violam, digamos, a Lei dos Grandes Numeros) [39] [42] [48].&

o8



Chapter 5

Conclusoes

No Capitulo 3 resolvemos dois problemas diferentes. O primeiro é uma
questao geométrica sobre os campos de gauge, e pode ser formulada como
segue: quais as condigoes de existéncia para solugoes nao-curvatura da Iden-
tidade de Bianchi ? Como resposta, obtivemos que tais solugoes existem se
a forma conexao tem uma parte flat. Isto é equivalente a existéncia de uma
distribuic@o integrével nao-trivial no fibrado horizontal sobre P(M,G) [50].
Tais conexoes existem e podem ser escrita explicitamente, se necessario for
[35] [38].

A segunda questao tem uma resposta diferente. Suponhamos que nos
seja apresentado um campo de gauge qualquer, representado por uma forma
conexao escrita em termos de fungoes subelementares. Uma pergunta imedi-
ata que surge, em virtude da resposta anterior, é: dada esta forma conexao,
podemos determinar se ela satisfaz as condicoes estabelecidas na Proposicao
3.16 7 Nao, ao menos algoritmicamente.

No Capitulo 4 sugerimos que, intuitivamente, objetos genéricos deveriam
se assemelhar a objetos aleatérios. Apesar disto, nao podemos provar em ZFC
tal semelhanca. Isto nos leva a crer que a procura de objetos indecidiveis na
natureza ¢é a procura de aleatoridade, em virtude da sugestao anterior.

Finalmente, o que vimos no geral é que, longe de estar ausente, indeci-
bilidades existem em praticamente todas as dreas da fisica matematica. A
questao que nos resta é: fazer fisica (tedrica) é computar novos resultado a
partir de determinadas leis; o que acontece quando tal computacao nao pode
ser feita ?

®
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Apeéendice A

Neste apéndice apresentamos uma série de programas em computagao
algébrica elaborados nas linguagens “MAPLE” e “REDUCE”. Estes progra-
mas basicamente manipulam algébricamente polinomios com ntimero muito
grande de varidves.

Na manipulacao de polinémios “gigantes” (mais de 1000 varidveis) a lin-
guagem “MAPLE” se tornou mais adequada, pois os produtos entre polinomios
e seus quadrados s6 sao expandidos quando pedimos ao computador que o
faga, ao contrario do “REDUCE”, que sempre os expande internamente [80].
Por este motivo, apresentaremos um programa “MAPLE” que calcula ex-
plicitamente uma equacao diofantina que representa a hipétese de Riemann,
ficando os programas “REDUCE” restritos somente a poucos exemplos.

Devemos ressaltar que nestes programas nosso objetivo principal é cal-
cular uma equacao diofantina que represente a “Hipotese de Riemann” e
outra que represente a “Ultima Conjectura de Fermat”, junto com suas tran-
formagoes de Richardson I e II. Como ¢é grande o niimero de resultados inter-
mediarios nescessarios, foi mister decompor o processo de calculo em varios
subprogramas, de tal modo que pudéssemos esvaziar a meméria do computa-
dor com resultados espirios, aumentando a eficiéncia do processo de calculo
e também permitindo que nao excedéssemos a capacidade da maquina.

Os programas menores que apresentaremos foram executados nos micro-
computadores Atari Mega ST-2 do Laboratério de Computagao Algébrica
(LCA) do CBPF. Os programas exigindo maior capacidade de memdria foram
executados na Vaz-Station do LCA e no sistema MTS do LNCC (Laboratério
Nacional de Computacao Cientifica). Por este motivo, pequenas variacoes
podem ser observadas entre os programas, mas estas sao irrelevantes.
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A.1 Programas “REDUCE”

A.1.1 A Equacao Exponencial Diofantina

Este programa gera, a partir das equagoes apresentadas por [28], uma tnica
equacao tal que Jay, ..., ax(p(m,n, k,ay,...,ayn) = 0) < m = n*. Esta é
depois gravada no arquivo “a:expo.dof”. As chaves ezp e nat do “REDUCE”
sao desligadas para que o resultado se apresente de maneira mais compacta
e seja reaproveitado em outro programa, simplesmente lendo-se o arquivo no

qual ele é gravado.

b

b

% Contruindo uma Eq. Diofantina que representa m=n"k
h

% Variaveis: a(1),...,a(20)

% Parametros: m,n,k

% Equacao Final: expo

b

h

off exp;

operator a,;

equl:= x**2-(0o**2-1)*y**2-1$
equ2:= wk*2-(0o**2-1)*v**2-13
equd:= v-rxy*x23

equb:= b-1-4*pxy$

equb:= b-o-g*u$

equ7:= s-x-c*u$

equ3:= s**2-(b**x2-1)*xtt*x2-1$
equ8:= tt-k-4*(d-1)*y$

equ9:= y-k-ee+1$

equlO:= (x-y*(0o-n)-m)**2-(£-1)*x2* (2ko*xn-n**2-1) x*2$

equll:= m+g-2*o*n+n*x*2+1$

equl2:= n+h-w$

equl3:= k+1-w$

equld:= o**2-(wk*2-1)* (w—1) **2*z**2-1$
b

% Somando os quadrados das equacoes
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b

equlb:= equlx*2+equ2x*2+equid**2+equd**2
+equb**2+equb**2+equ7**2+equ**2+equI**23

equl6:= equlO**2+equll**2+equl2**2+equl3**2+equld**23
equl7:= equlb+equl6$

sub(x=a(1),0=a(2),y=a(3) ,u=a(4),v=a(b),s=a(6),equl7)$
sub(b=a(7),tt=a(8),r=a(9),p=a(10) ,g=a(11) ,ws)$
sub(c=a(12) ,d=a(13) ,ee=a(14),f=a(15),g=a(16),

w=a(17) ,h=a(18),1=a(19),z=a(20) ,ws)$

off nat, echo$

b

% Gravando em disco

b
out "a:expo.dof"$
eXpo:=Vs;

write ";end;"$

shut "a:expo.dof"$
end$

pA Fim de programa

A.1.2 Uma Equagao Diofantina para o Conjunto dos
Primos

Usamos o polinémio de Jones [30] para obter uma equagao representando o
conjunto dos numeros primos. A equacao é gravada na file “a:primos.dof”.

b

b

% Construindo uma equacao diofantina para p, p sendo
% um primo.

o

% Variaveis: b(1),...,b(26)

% Parametros: p

% Equacao Final: primos

b

o
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off exp$

operator b;

b

% Entrando com o polinomio de Jones

b

equl:= (wkz+h+j-q)**2$

equ2:= ((gxk+2*xg+k+1)*(h+j)+h-z)**2$

equ3d:= (16(k+1)**3*(k+2)* (n+1) **2+1-f**%2) *x*2$

equd:= (2*n+ptqtz-ee)**2$

equb:= (eex*x3*(ee+2)*(a+l)**2+1-0x*2) *x2$

equb:= ((ax*2-1)*y**x2+1-x*%2)**2§

equ7:= (16*r*x2*y**dk (a*x*2-1)+1-u**2)*x2§

equ8:= (((atux*2x(ux*2-a))**2-1)* (n+d*d*y)**2+1
—(x+cxu) **2) x*x2$

equ9:= ((ax*2-1)*1*x2+1-m**2)**2$

equlO:= (axiit+k+1-1-1i)**2$

equll:= (n+l+v-y)**2$

equl2:= (p+l*(a-n-1)+b*(2xa*n+2*xa-n**2-2*n-2)-m) **2$
equl3:= (gt+y*(a-p-1)+sx(2xa*p+2xa-p**2-2*p-2) -x) **2$
equld:= (z+p*lx(a-p)+tt*(2*xaxp-p*x*2-1)-p*m)**23
equl5:= equl+equ2+equ3+equé+equb+equb+equ7+equd

+equ9+equllO+equli+equi2+equi3+equld$
equl6:= (k+2)*(1l-equlb)$
sub(a=b(1) ,b=b(2),c=b(3),d=b(4) ,ee=b(5),f=b(6) ,equlb)$
sub(g=b(7) ,h=b(8) ,1i=b(9) , j=b(10) ,k=b(11) ,ws)$
sub(1=b(12) ,m=b(13) ,n=b(14) ,0=b(15) ,p=b(16) ,ws)$
sub(g=b(17) ,r=b(18),s=b(19) ,u=b(20) ,v=b(21) ,ws)$
sub(x=b(22) ,y=b(23) ,z=b(24) ,w=b(25) ,tt=b(26) ,ws) $
ws-p$
b
% Escrevendo polinomio para o arquivo "a:primos.dof";
b
off nat, echo$
out "a:primos.dof"$
primos:=ws;
write "end"$
shut "a:primos.dof";

63



end$
yA Fim de Programa

A.2 Programas “MAPLE”: A Ultima Con-
jectura de Fermat e a Hipotese de Rie-
mann

A légica dos primeiros programas segue a de seus equivalentes em RE-
DUCE. A equacao obtida para a Exponencial Diofantina é posteriormente
utilizada para obtermos a Ultima Conjectura de Fermat. A Hipdtese de
Riemann foi contruida na forma exponencial para evitarmos um ntmero de
variaveis exageradamente longo, tornando o tempo de execucao do programa
inviavel para o sistema MTS.

A.2.1 A Ultima Conjectura de Fermat

Geramos uma série de programas que produzem a Transformada de Richard-
son para um polinomio diofantino representando a Ultima Conjectura de
Fermat.

Exponencial Diofantina

Este programa gera a mesma eq. que o “REDUCE”. A saida é feita na
formatacao interna do “MAPLE” e gravada na file “a:\maple\expo.m”, po-
dendo ser utilizada ulteriormente por outros programas.

#

#

#

# Calculo da eq Diof. para m=n"k:
#

# Variaveis: al,...,a20

# Parametros: m,n,k

# Saida: expo
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#

#
equl:
equ2:
equd:=
equb:=
equb:=
equv:=
equd:=
equ8:=
equ9:=
equlO:
equll:
equl2:
equl3:
equlé:
#

x"2-(0"2-1)*y~2-1:
u~2-(0"2-1)*v"2-1:

V-r¥y~2:

b-1-4xpx*xy:

b-o-g*u:

S—X-c*u:
s72-(b"2-1)*tt"2-1:
tt-k-4*%(d-1)*y:

y-k-ee+1:
= (x-y*(o-n)-m) "2-(£f-1) "2%(2%0*n-n"2-1) "2:
= m+g-2*o*n+n~2+1:
nt+h-w:
k+l-w:

072-(w™2-1)*(w-1) "2xz"2-1:

# Somando Quadrados

equlb:
+equb”
equl6:
equl7:
#

# Faze
subs (x
b=a7,t
expo:=
g=al6,
save e
#

= equl”2+equ2”2+equ3”2+equé”2
2+equb”2+equ7 " 2+equ8~2+equ9”2:

= equl0~2+equll”2+equl2”2+equl3~2+equld~2:
equlb+equl6:

ndo Substituicoes

=al,o=a2,y=a3,u=a4,v=ab,s=ab,

t=a8,r=a9,p=a10,q9=all,equl?):
subs(c=al2,d=al3,ee=ald, f=alb,

w=al7,h=al8,1=a19,z=a20,"):

Xpo, ‘a:/maple/expo.m‘;

Fim de Programa

A Ultima Conjectura

Calculo da eq. Diofantina representando a
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# ultima conjectura de Fermat.
#

# Variaveis: al,...,a60

# Parametros: p, q, j, 2, ¥, X
# Equacao de Saida: fermat

# Arquivo de Saida: "fermat.m"
#

#

#

#

# Lendo a Exponencial Diofantina
read ‘expo.m‘:
# inicio da primeira substituicao
el:= subs(m=p,n=x+1,k=j+3,expo):
e2:= expo:
# inicio da segunda substituicao
for i from 1 to 20 do

e2:= subs(a.i=a. (i+20),e2)
od:
e2:= subs(m=q,n=y+1,k=j+3,e2):
# inicio da ultima substituicao
for i from 1 to 20 do

expo:= subs(a.i=a. (i+40),expo)
od:
expo:= subs(m=p+q,n=z,k=j+3,expo) :
fermat:= el**2 + e2%*2+ expo*x*2;
#
# Gravando Polinomio em Disco
save fermat, ‘fermat.m‘:
# Fim de Programa

Majorando as Fungoes

Nesta estapa, majoramos as funcoes que entram no procedimento para o
célculo do polinomio representando Fermat (como chamaremos abreviada-
mente sua Ultima Conjectura). Esta é uma etapa preliminar para o célculo
da Tranformacao de Richardson.
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Exponencial

#
#
#

# Calculo da eq que majora a eq Diof. para m=nx*x*k:

#

# Variaveis: a(1),...,a(20)
# Parametros: m,n,k
# Saida: expog

#
#
equl:
equ2:

equé:=
equb:=

equb:
equ’:
equd:
equ8:

equ9:=
equlO:
equll:
equl2:
equl3:
equlé:
equlb:

equl6:
equl7:

Xk*2+ (0**2+3) *y**2+3:
Wk 2+ (0**2+3) ¥y**2+3:
VHrRy*kk2:
b+3+6*p*y:
b+o+g*u:
stx+c*u:
Skx2+ (D**2+3) ¥t t**2+3:
tt+k+6* (d+3) *y:
ytkt+ee+3:
(x+y* (o+n) +m) **2+ (£+3) *x 2% (dko*n+n*k*2+3) **2:
m+g+2¥o*xn+n*x*2+3:
nt+h+w:
k+1l+w:
o**2+ (Wk*2+3) * (W+3) **2xz**x2+3
equl*x*x2+equ2x*2+equd**2+equé**2+equb**2
+equb**2+equ7**2+equB**2+equI**2:
equlO**2+equll**2+equl2**2+equl3**x2+equld**2:
equlb+equlé6:

subs (x=al,o0=a2,y=a3,u=a4,v=ab,s=a6,b=a7,

tt=a8,r=a9,p=al0,q=all,equl?):

expog:= subs(c=al2,d=al3,ee=al4,f=al5b,

g=al6,w=al7,h=a18,1=a19,z=a20,"):

for i from 1 to 20 do

od:

expog:= subs(a.i=(a.i)**2+2,expog)

# Gravando equacao
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save expog, ‘expog.m‘;

# Fim de Programa

Fermat

#

#

#

# Calculo da eq. Diofantina representando a
# ultima conjectura de Fermat majorada.
#

#

#

#

#

read ‘expog.m‘:
# inicio da primeira substituicao
el:= subs(m=p,n=x+1,k=j+3, expog):
e2:= expog:
# inicio da segunda substituicao
for i from 1 to 20 do

e2:= subs(a.i=a. (i+20),e2)
od:
e2:= subs(m=q,n=y+1,k=j+3,e2):
# inicio da ultima substituicao
for i from 1 to 20 do

expog:= subs(a.i=a. (i+40),expog)
od:
expog:= subs(m=p+q,n=z,k=j+3,expog) :
fermatg:= el**2 + e2%x2+ expog**2;
# Gravando em Disco
save fermatg, ‘fermatg.m‘:
# Fim de Programa

A Primeira Tranformagao de Richardson

#
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#

#

# Programa que aplica a transformacao
# de Richardson do primeiro tipo

# ‘a eq. Diof. que representa a

# u’ltima conjectura de Fermat.

#
#
#

Lendo a eq. Diof. que representa Fermat
read ‘fermatg.m‘:
read ‘fermat.m‘:
fermatg:= subs(z=a65,x=a61,y=a62,q=a63,p=ab4, j=a66,fermatg) :
fermat:= subs(z=a65,x=a6l,y=a62,q=a63,p=a64, j=a66,fermat):
# Inicio do primeiro for
for i from 1 to 66 do
k.i:= diff(fermatg**2,a.1)
od:
# Fim do primeiro for
# Calculo de f(m,x1,...,xn)
# Inicio do calculo do somatorio
sum:= 0:
for i from 1 to 66 do
sum:= (sin(Pi*a.i))**2*(k.1i)**4 + sum
od:
# Fim do calculo do somatorio
f:= (66+1)*x4*(fermat**2 + sum):
# Ultima etapa da transformac,ao de Richardson
for i from 1 to 66 do
subs(a.1=(a.i)*x2,")
od:
richferm:= ":
# Fim do calculo
# Escrevendo funcao em disco
save richferm, ‘richferm.m:
writeto(‘*print*‘):
richferm;
writeto(terminal) :
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# Fim de Programa

A Segunda Tranformacao

Faz a segunda tranformacao de Richardson para Fermat

proc(x) x*sin(x) end:

proc(x) x*sin(x**3) end:

sum:= {a66 = h(x)} union {al = g@E66(x)}:
# Inicio do for

for i from 2 to 65 do

sum:= {a.i = h@g@OG(i-1)(x)} union sum:

R B H H H H HH

od:

#Fazendo

read ‘richferm.m‘:

# Substituindo

rich2:= subs(sum,richferm):

#Gravando
save rich2, ‘rich2.m‘;
# Fim de Programa

A.2.2 A Hipétese de Riemann (HR)

A HR é contruida executando-se os programas na ordem dada pela tabela
abaixo:

Programa Funcao Saida Variaveis
ORDEM c = S(a,b) ordem cl,...,cd
COMFAT u = (t,s) comb cl,...,c6
q = s! fator di,...,d10
PRIMOS P(p,d1,...,d156) =0 primos di,...,d15
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se e so se "p e’ primo"

MODULO k = |n| modulo
ETA z = eta(j) etaj
RANGE1 P(k,u,gl,...,g30) rangel
QUANT1 Para todo k (k<=j) quanti
P(k,u,gl,g30) =0
PRODUTO1 z = prod_{k=1..j} eta(j) prodl
RANGE2 P(k,u,gl,...,g390) range?2
QUANT2 Para todo k (k<=j) quant?
P(k,u,gl,...,g390)
PRODUTO2 z = prod_{k=1...x-1} produto2
prod_{n=1...k} eta(n)
= delta(x)
RANGE3 P(k,u,gl,...,gll) range3
QUANTS3 Para todo k (k<=j) quant3
P(k,u,gl,...,gll)

SOMA z = SUM_{k=1...j} 1/k soma
RIEMANN P(n,gl,...,g5056) = 0 riemann
se e somente se HR e’

falsa

h1l,h2
f1,...

gl,...
bl,...

wl,...

gl,...
bl,...

gl,...
bl,...

wl,...
gl,...

,19
,g30
,b349

,w379
,8390
,b4509

., b4899

,gll
,b140

,wib1
,g5056

A Funcgao Ordenadora

H OH H H HHHE HHEH

oo
N -

a3:

Contruindo

Variaveis:
Parametros:
Equacao de Saida:
Arquivo de Saida:

cl,...,c4
a,b,c
ordem

"ordem.m"

(c1+c2-2)*(cl+c2-1)+2%c2-2%Db;
c3*(1+a*xc2)+c—-cl;
ctcd-2-ax*xc2;
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ordem:= al*x*2+a2x*x2+a3**2;
# Gravando ordem

save ordem, ‘ordem.m‘;

# Fim de Programa

O Fatorial e a Combinagao

#

#

# Construindo uma Eq. Diof. para u=(t,s) e g=s!
#

# Combinacao de t elementos s a s, u=(t,s):
# Variaveis: ci1,...,c6

# Parametros: u,t,s

# Equacao de Saida: comb

# Arquivo de Saida: "comb.m"

#

# g=s!:

# Variaveis: di,...,d10

# Parametros: q,s

# Equacao de Saida: fator

# Arquivo de Saida: "fator.m"

#

#

al =y - 2xxt -1;

a2 :=z -y - 1;

a3 := zxxt — (L*xy*x*(s+1) + wky*x*s + m);

ad = u + v — 2%x*t;

ab :=m+ n + 1 - ykks;

comb0:=0;

for i from 1 to 5 do comb.i := (a.i)**2 + comb.(i-1) od;

comb := subs(y=cl,1=c2,m=c3,v=c4,z=c5,n=c6,combb) ;
#

# Gravando comb

save comb, ‘comb.m*;

a6:= t-2*s*x*x(s+2);

ar:= t¥ks-qru-w;
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a8:= u-w-x-1;

a9:= comb + ab**x2 + a7**2 + a8%x*x2;

al0:= subs(u=d1,t=d2,w=d43,x=d4,a9);

for i from 1 to 6 do a.(i+10):= subs(c.i=d.(i+4),a.(i+9)) od;
fator:=al6;

#

# Gravando fator

save fator, ‘fator.m‘;

# Fim de Programa

Uma Equagao para os Primos

Contruindo uma Eq. Exp. Diof. para "p eh um numero primo"

Variaveis: di,...,d15
Parametros: p

Equacao de Saida: primos
Arquivo de Saida: "primos.m"

H OH B H O H OH H HHH

read ‘fator.m°‘:
# Lendo fator; Calculando polinomio

al:= p-s-1;

a2:= p-r-2;

a3:= axp-bxq-1;

ad:= al*xx2 + a2%x*2 + a3*x2 + fator;

primos:= subs(a=d11,b=d12,q=d13,s=d14,r=d15,a4);
# Gravando primos

save primos, ‘primos.m‘;

# Fim de Programa

A Fungao Mdédulo

#
#
# Construindo um polinomio que representa k = modulo(n)

73



Variaveis: h1,h2

Parametros: k,n

Equacao de Saida: modulo
Arquivo de Saida: "modulo.m"

H OH H H H H R

al:= (k-n)**2+(n-h1-1)**2;
a2:= (k+n)**2+(n+h2+1) **2;
modulo:= a2x*al;

# Gravando modulo

save modulo, ‘modulo.m*;

# Fim de Programa

A Funcao 7

#

#

# Construindo a Exp Dioph. Eq. representando z=eta(j)
#

# Variaveis: f1,...,f19

# Parametros: z, j

# Equacao de Saida: etaj

# Arquivo de Saida: "etaj.m"
#

#

al:= (z-1)*x*2:

a2:= (j-f1x*xf2-£3-1)*x2:

a3:= (z-f1)*x*2:

ad:= (j-f1x*xf2)*x2:

ab:= (al+a2)*(a3+ad):

read ‘primos.m‘:

# Lendo primos; Comecando Substituicoes

b0:= subs(p=f1l, primos):

for i from 1 to 15 do b.i:= subs(d.i=f.(i+3),b.(i-1)) od:
etaj:= ab+blb*x*2:

# Fim de Calculo; Escrevendo etaj no arquivo "etaj.m"
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save etaj, ‘etaj.m‘:
# Fim de Programa

Abrangéncia do Primeiro Quantificador

Para calcularmos os produtérios que nescessitamos na HR (veja capitulo 2),
decompomo-los em sua abrangéncia, para depois calcula-los

Calculus of the Dioph. Exp. Polinomial
in the range of the 1st quantifier
< k=1 or S(k,u)=eta(k)*S(k-1,u) >

Parameters: k,u
Output equation: rangel

#

#

#

#

#

#

#

# Variables: gl,...,g30
#

#

# Output file: "rangel.m"
#
#
#
#

Reading ordem

read ‘ordem.m‘:
# Begining substitution in ordem: <gb=S(k,u); g6=S(k-1,u)>
ordeml:= subs(a=k,b=u,c=g5,cl=gl,c2=g2,c3=g3,c4=g4,ordem) :
ordem2:= subs(a=k-1,b=u,c=g6,cl=g7,c2=g8,c3=g9,c4=g10,ordem) :
# Reading etaj
read ‘etaj.m‘:
# Begining substitution in etaj
etaj:= subs(j=k,etaj):
for i from 1 to 19

do

etaj:= subs(f.i=g.(i + 10),etaj)

od:
# Calculing polinomial
al:= ((k-1)*(gb-z*gb))**2:
a2:= al + ordeml*x*2:
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al:= a2 + ordem2x*x*2:
a2:= al + etaj*x*2:
rangel:= subs(z=g30,a2):
# Saving rangel

save rangel, ‘rangel.m‘:
# End of program

Calculo do Primeiro Quantificador

Programa que controi o polinomio
representando o lo quantificador

Variaveis: bil,...,b349
Parametros: j,u

Equacao de Saida: quantl
Arquivo de Saida: "quantl.m"

H OH OH H OH OH H OH OH HEHH HH

read ‘comb.m‘:
read ‘fator.m‘:
read ‘rangel.m‘:
read ‘modulo.m‘:
# Lendo modulo, fator, rangel, comb
poli:=0:
# Definindo procedure f(i) = (b.(i+30) - (b.i, b61) )**2
f:= proc(i)
a0:= comb:

for j from 1 to 6 do

a.j := subs(c.j=b.(63+j+i*6),
u=b. (i+30), t=b.i, s=b61, a.(j-1)):
od:
ab6:
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end:
# Fazendo b31=(b1,b61) ... b60=(b30,b61)
for i from 1 to 30 do

poli:= f(i)**2 + poli:
od:
# Fim do 1o for
a0:=0:
# Comecando substituicoes em rangel
for i from 1 to 30 do

rangel:= subs(g.i=b.(i+249) ,rangel)
od:
# Fim do 20 for
# Fazendo b63 = b64! ( = Q! )
al:= subs(q=b63,s=b64,fator):
# Fazendo b61=x+1; b62=b63-1 (=b64!-1=Q!-1); b66=rangel
poli:= (b61-x-1)**2 + (b62-b63-1)**2

+ (b66 - rangel)**2 + alx*2 + poli:

# Fazendo b65=modulo(b66) (=modulo(rangel))
al:= subs(h1=b280, h2=b281, k=b65, n=b66, modulo):
modulo:= 0:
poli:= al**2 + poli:
# Fazendo b64=(Q
poli:= (b64-b65-2%xy-x-b67+2)**2 + poli:
lixo:= 0:
# Adicionando as congruencias ao polinomio
for j from 1 to 30 do

lixo:= (b68%*b.(i+281)-b.(i+30))**2 + lixo
od:
# Terminado 3o for
poli:= lixo + poli:
a0:= comb:
for i from 1 to 6 do

a0:= subs(c.i = b.(i+311),a0):
od:
# Terminado 4o for
# Fazendo b69=(b68,b62) e b69=y+1
poli:= (subs(u=b68,t=b62,5=b69,a0))**2
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+ (b69-y-1)**2 + poli:

#1

a0:=0:

lixo:= 0:

# Fazendo b68 > bl,...,b30

for i from 1 to 30 do
(b68 - b.i - b.(i+311) - 1)**2 + ":
od:
# Fim do bo for
lixo:=":
quantl:= (subs(k=b62,rangel) - b68*b348)**2 + lixo + poli:
quantl:= subs(x=b349,y=j, quantl):
# Fim do Calculo
# Gravando quantl para o arquivo quantl.m
save quantl, ‘quantl.m‘;
# Fim de Programa

O Primeiro Produtério

Este programa gera a equagao que representa o primeiro produtoério na fungao

d(z) (Capitulo 2).

Construindo a eq. Diof. para z=prod_{k=1..j} etak

Variaveis: wil,...,w379
Parametros: j,z

Equacao de Saida: produtol
Arquivo de Saida: prodl.m

H OH B OH H H H H HH

read ‘ordem.m‘:

read ‘etaj.m‘:

# Lendo ordem e etaj

deltal:= 3: # Variavel de Controle
# Fazendo w2=eta(l)

al:= subs(z=w2,j=1,etaj):
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for i from 1 to 19 do

al:= subs(f.i=w.(i+deltal),al)
od:
# Fim do lo for e das substituicoes em eta]j
# Fazendo w1=S(1,w3)
a2:= subs(a=1,b=w3,c=wl,ordem) :
for i from 1 to 4 do

a2:= subs(c.i=w. (i+deltal+19),a2)
od:
# Fim do 20 for
# Fazendo z=S(j,w3)
a3:= subs(a=j,b=w3,c=z,ordemn) :
for i from 1 to 4 do

a3:= subs(c.i=w. (i+deltal+23),a3)
od:
# Fim do 3o for
poli:= al**2 + al2+%*x2 + al3%*2 + (wl-w2)**2:
# Lendo quantl
read ‘quantl.m‘;
# Comcando ultimo for
for i from 1 to 349 do

quantl:= subs(b.i=w.(i+deltal+27) ,u=w3,quantl):

od:
# Fim do ultimo for
produtol:= quantl**2 + poli;
# Fim do Calculo; escrevendo polinomio em prodl.m
save produtol, ‘prodl.m*;
# Fim de Programa

Abrangéncia do Segundo Quantificador

#

#

#

# Calculo da eq. exp. Diof. na abrangencia
# do segundo quantificador

#
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Variaveis: gl,...,g390
Parametros: k,u
Equacao de Saida: range2

#
#
#
# Arquivo de Saida: '"range2.m"
#
#
#
#

Lendo ordem
read ‘ordem.m‘:
# Comecando as substituicoes em ordem;
# Fazendo g5=S(k,u) e gb6=S(k-1,u)
ordeml:= subs(a=k,b=u,c=g5,cl=gl,c2=g2,c3=g3,c4=g4,orden) :
ordem2:= subs(a=k-1,b=u,c=g6,cl=g7,c2=g8,c3=g9,c4=g10,ordem) :
# Lendo produtol
read ‘prodl.m‘:
# Comecando substituicoes em produtol
etaj:= subs(j=k,produtol):
for i from 1 to 379

do

produtol:= subs(f.i=g.(i + 10),produtol)

od:
# Calculando Polinomio
# Fazendo (k=1 or S(k,u) = produtol(k) * S(k-1,u)

al:= ((k-1)*(gb-z*gb))**2:
a2:= al + ordemlxx*2:
al:= a2 + ordem2x*x*2:

a2:= al + produtol*x2:

# Calculo Final

range2:= subs(z=g390,a2):
# Gravando polinomio
save range2, ‘range2.m‘:

# Fim de Programa

O Segundo Quantificador

#
#

30



Programa que controi um polinomio representando
o0 20 quantificador

Variaveis: bil,...,b4509
Parametros: j,u

Equacao de Saida: quant2
Arquivo de Saida: "quant2.m"

H OH H OH OH OH OHHEH HHH

read ‘comb.m‘:
read ‘fator.m‘:
read ‘range2.m‘:
read ‘modulo.m‘:
# Lendo modulo, fator, range2, comb
poli:=0:
# Definindo procedure f(i) = b.(i+390) - (b.i, b781)
f:= proc(i)
a0:= comb:

for j from 1 to 6 do

a.j := subs(c.j=b.(783+j+i*6),
u=b. (i+390), t=b.i, s=b781, a.(j-1)):

od:

a6:
end:
# Fazendo b391=(b1,b781) ... b780=(b390,b781)
for i from 1 to 390 do

poli:= f(i)**2 + poli:

od:
# Fim do 1o for
a0:=0:

# Comecando substituicao em rangel
for i from 1 to 390 do

rangel:= subs(g.i=b.(i+3129) ,rangel)
od:
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# Fim do 20 for
# Fazendo b63 = b64! ( = Q! )
al:= subs(q=b63,s=b64,fator):
# Fazendo b61=x+1; b62=b63-1 (=b64!-1=Q!-1); b66=rangel
poli:= (b61-x-1)**2 + (b62-b63-1)**2
+ (b66 - rangel)**2 + al*x*2 + poli:
# Fazendo b65=modulo(b66) (=modulo(rangel))
al:= subs(h1=b3720, h2=b3721, k=b65, n=b66, modulo):
modulo:= 0O:
poli:= al**2 + poli:
# Fazendo b64=(Q
poli:= (b64-b65-2%xy-x-b67+2)**2 + poli:
lixo:= 0:
# Inserindo congruencias no polinomio
for j from 1 to 390 do
lixo:= (b68%b.(i+3721)-b. (i+390))**2 + 1lixo
od:
# Terminado 3o for
poli:= lixo + poli:
a0:= comb:
for i from 1 to 6 do
a0:= subs(c.i = b.(i+4111),a0):
od:
# Terminado 4o for
# Fazendo b69=(b68,b62) e b69=y+1
poli:= (subs(u=b68,t=b62,s=b69,a0))**2 + (b69-y-1)**2 + poli:
#1
a0:=0:
lixo:= 0:
# Fazendo b68 > bil,...,b30
for i from 1 to 390 do
(b68 - b.i - b.(i+4117) - 1)*%2 + ":

od:

# Fim do 50 for

lixo:=":

quant2:= (subs(k=b62,range2) - b68*b4508)**2 + lixo + poli:
quant2:= subs(x=b4509,k=j, quant2):
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# Fim do calculo

# Escrevendo quant2 no arquivo quant2.m
save quant2, ‘quant2.m‘;

# Fim de Programa

O Segundo Produtoério

Building the Diophantine eq. for
z=prod_{k=1..x-1} produtol (k)

Variables: wil,...,w4899
Parameters: x,z

Output equation: produto2
OQutput file: prod2.m

H OH H H H H H HHHHE

read ‘ordem.m‘:

read ‘prodl.m‘:

# Read ordem and produtol

# Doing w2=produtol(1)

al:= subs(z=w2, j=1,produtol):

for i from 1 to 379 do
subs(f.i=w. (i+3),")

od:

al:= ":

# End of the 1st for and substitutions in produtol

# Doing w1=S(1,w3)

a2:= subs(a=1,b=w3,c=wl,ordem):

for i from 1 to 4 do
subs(c.i=w. (i+382),")

od:

a2:= ":

# End of the 2nd for

# Doing z=S(j,w3)

a3:= subs(a=j,b=w3,c=z,ordem) :
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for i from 1 to 4 do

subs(c.i=w. (i+386),")
od:
a3:= ":
# End of the 3rd for
poli:= al**2 + al2%*2 + al3*%*2 + (wl-w2)**2:
read ‘lixo.m‘:
# Begining last for
for i from 1 to 4509 do

sum:= {b.i=w.(i+390)}:

od:
# End of last for
# Reading quant2
read ‘quant2.m‘:
# Making substitutions
subs (u=w3, sum, quant?2) :
# Final calculus
produto2:= "**x2 + poli:
# Last substitution
produto2:= subs(j=x-1,produto2):
# End of Calculus; writing polinomial to prod2.m
save produto2, ‘prod2.m‘;
# End of program

Abrangencia do Ultimo Quantificador

Building the 3rd quantifier’s range

Variables: gl,...,gll
Parameters: k,u

Output equation: range3
Output file: "range3.m"

HOH B OH OH H H R HHH
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#

read ‘ordem.m‘:

# Read ordem

# Doing gl=S(k,u); g2=S(k-1,u)

# So quant3=(k-1) ((gl-g2-g3)~"2 + kg372)

ordeml:= subs(a=k,b=u,c=gl,cl=g4,c2=g5,c3=g6,c4=g7,ordem) :
#1

ordem2:= subs(a=k-1,b=u,c=g2,c1=g8,c2=g9,c3=g10,c4=gl1,ordem):
#2

range3:=((k-1)*((gl-g2-g3)**2 + (k*g3))**2)**2:

ranged:= ordeml**2 + ordem2**2 + range3:

# End of calculus

# Writing polinomial
save range3, ‘range3.m‘:
# End of program

O Somatorio

Building the Diophantine eq. for z=sum_{k=1..j} 1/k
iff P(j,z,wl,...,wlb1) =0

Variables: wil,...,wl51
Parameters: j,z

OQutput equation: soma

OQutput file: "soma.m"

H OH H HH HH HHEHH

read ‘ordem.m‘:
# Read ordem
# Doing w2=1
al:= w2 - 1:
# Doing w1=S(1,w3)
a2:= subs(a=1,b=w3,c=wl,ordem):
for i from 1 to 4 do
a2:= subs(c.i=w.(i+3),a2)
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od:
# End of the 1st for
# Doing z=S(j,w3)
a3:= subs(a=j,b=w3,c=z,ordem) :
for i from 1 to 4 do
a3:= subs(c.i=w. (i+7),a3)
od:
# End of the 2nd for
poli:= al**2 + a2+*2 + al3**2 + (wl-w2)**2:
# Reading quant3
read ‘quant3.m‘;
subs (u=w3,quant3) :
# Begining last for
for i from 1 to 140 do
subs(b.i=w. (i+11) ,u=w3,"):
od:
quant3:=":
# End of last for
soma:= quant3**2 + poli:
# End of Calculus; writing polinomial to soma.m
save soma, ‘soma.m‘;
# End of program

A Hipétese de Riemann

Parameters: n
Output equation: riemann

#

#

#

# Program to build the Exp. Dioph. Eq. representing Riemann’s
# Hypothesis.

#

# RH iff P(n,gl,...,g) = 0 has no solutions
#

#

# Variables: gl,...,gb056

#

#

36



# Output file: "riemann"
#

#

#

read ‘prod2.m‘:

read ‘soma.m‘:

((sum_{k=1...delta(n)} 1/k) - n"2/2)"2 = 36n"3+gl-1
delta(n)=g2

sum_{k=1...g2} = g3

n"2/2 = g4

(g3 - g4)°2 = gb

36n~3=g6

(g5 - gb-gl +1)"2=0

H OH H H O H OH H HH

soma:= subs(z=g3, j=g2,soma) :
for i from 1 to 151 do
subs(w.1=g. (i+6),")
od:
soma:=
# End of substitution in soma
produto2:= subs(z=g2,x=n,produto?2):
for i from 1 to 4899 do
subs(b.i=g. (i+157),")

od:

produto2:= ":

al:= (2xgd - n¥*2)*x2:

a2:= ((g3 - gl)*x2 - gb)**2 + (36*n**x3 - g6)**2:
a3:= (gb - g6 - gl + 1)*x*2:

riemann:= produto2**2 + somax*2 + al + a2 + a3;
# Writing polinomial in a readable style
writeto(riemann.s):

riemann:= riemann;

writeto(terminal):

# End of program

x
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